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Kapitola 1

Priklady
k opakovani stredoskolské latky

1.1 ijrava algebraickych vyrazii, mocniny, odmocniny,
rozklad mnohoclenu

1.1.1. Upravte algebraické vyrazy:

1—=x n 142
a) l—z+22 14z+a2 1
1+z 11—z 3

l+z+a2 1—z+4a2

1
ad Va3 p3 !
b) - [z (2> 0)]
x72 Nab
(a—b)*+ab a® +b° + a®b® + a3v?

(a+0)*—ab  (a® 4>+ a®b+ ab?)(a® — b?)

)

1.1.2. Upravte a udejte podminky existence vyrazu:

a? — b2\ ! a—b -t
—_— | 1; —
2) <a3+b3> <a2+b2—ab> ;a7 b a7 )
a2 —4a7* 4
— - (—a)2 _1-
b) 4@76_(174.( a) [-1; a #0, a # £2]
1
2a -1
c) 5@ a :a3 [a Va2; a > 0]
at g2 a
2 2
d) (L z#0, y#0, z# Ly
(x+y [ ]
a3—ab2+b3 a —2ab+2b2 b
e - — 1; 0; b
)< (a —b)3 )<a2—ab+b2 a) [ @ #0; a7 0]
1.1.3. Rozlozte na souciny, resp. upravte kracenim:
2
xz°—Tx+ 10 T —
_— 5;
) o a5 2 — (“A 73
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322 — 11z + 6 r—3
b) —5V———— 2. 5
) =G T
223 — 52 — 2z +5 (22 — 5)(z + 1)
3; 1
o TR B 0ED (o w2 )
1.2 Rovnice a nerovnice. Absolutni hodnota realného cisla.
Soustavy rovnic
1.2.1. Reste v R:
T —a a
a) = 0: 2]
4 Ty —8 -2 PSR
b) zj2+8—%y—y2 :z+4 [nema Feseni]
2
- —2x —8
c) — =1 -3
—— -3
1.2.2. Reste v R:
a) 12—3y| =2y —3 [nemd feseni]
b) |z +1[=3 {2, —4}]
1.2.3. Zjistéte, kterd & vyhovuji nerovnici v oboru redlnych ¢isel
a) [3x +9| >4z +3 [z < 6]
2r — 3
b) ;—i- 5 < 3 [z € (—o0; —12) U (—3; +00)]
r—2
> —4 2;
92> [(~00; =) U {2; +00)]
d) [x+2[-3>=x [z € (—o0;—3)]
1.2.4. Reste v R nerovnice
T+ 2
< -2 1,4
2) T < (v € (1,
20— 1
b) S >1 [ € (=00, —1) U (2, 0)]
x—2 5
°) 2:1:—5§0 [z €(2:3)]
r—>5
d >3 —7,-3
) I v € (-7;-3)]
1.2.5. V R x R feSte soustavu rovnic
r—y+3=0
y_3 o] — 6
1.2.6. Sestrojte kartézské grafy soustavy nerovnic:

204+ 3y <6
dx + 6y > 7



1.3. Logaritmy. Logaritmické a exponencialni rovnice 3
1.2.7. Kterd redlnd x vyhovuji rovnici
a) 3x+5= \/9952+5\/36x2+62x+5 [10]
b) 3+vVe—-1=z 5]
c)3—Vr—1l==x 2]
d) 214++V22-9=z [nem4 fesent]
e) Viz+1)(z—5)—V7-3r=0 [-3]
. L. 2z —1
1.2.8. V R feSte nerovnici: >1 [z < —1; x > 2]
z+1
1.2.9. V mnoziné celych ¢isel uréete obor pravdivosti vyrokové formy
a) 2e+3|=x+5 [{2}]
b) 2z +3|<z+5 [{—2,-1,0,1,2}]
1.3 Logaritmy. Logaritmické a exponencialni rovnice
1.3.1. Reste rovnice
AT 271\ log4
o (A ()7 2]
9 8 log 8
7
b 33 . 272:1:—3 — 813:1:—5 _
) 3
1 1 1
4T 4 Z.gr+2 —g.grtl _ 2 grtl _Z
c) 3 + 3 9 6 5 9 5
1.3.2. Urcete vS8echna feSeni rovnic v oboru redlnych éisel:
1
a) Valsve =10 100; —
100
b) (logzx)? —logz x> +2 =0 [9; 3]
c) log(x — 1) +log(z + 1) = 3log 2 + log(x — 2) [5; 3]
9
d) log(z +2) —log(x — 1) =2 —log4 [8}
e) logs(z — 1) — 2logsz(z —3) =0 [5]
1.4 Goniometrie. Goniometrické rovnice
1.4.1. Zjednoduste vyrazy a urcete, kdy jsou redlné:

a) ﬁ;:gfngx [thJ:; x # k‘g, ke Z}
b) ﬁ_ﬁijx [1—sinx;az7ﬁ?)27r+2k7r,kEZ}:
) Snr emr s o745 ke
d) 1+1g2:z:+ 1—i—(j)tg2:c [1; x#kg, kEZ:
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1.4.2.

1.4.3.

1.4.4.

1.4.5.

1.4.6.

1.4.7.

1.4.8.

1.4.9.

Reste v R rovnice

a) sin2r =tgx [x:kﬂ;:czg—f—kg,kez

3 5 T
b) sin2x+§cos2x:§sinxcosx [w£56°+k7r; mz%—i—lm, keZ

. :
¢) (tgx)™' —2(sinz) ! = —tgx [a: #+ km; x = g + 2k, % + 2k, ke Z

d) tg x = 3cotg x [x::tg—I—kﬂ,kEZ_

. -
e) sin2x = sinx [x:kw;x:g—i-ﬂm;x:?:T+2l<:7r,k€Z

Lanovka mé piimou trat délky 435 m a stoupd pod tihlem o velikosti 40°. Jaky je vyskovy
rozdil mezi horni a dolni stanici? [279,6 m]

Na vodorovné roviné stoji 65 m vysokd véz a tovarensky komin. Z vrcholu véze vidime
patu komina v hloubkovém tihlu a = 10°19" a od paty véze vidime vrchol komina ve
vyskovém thlu 3 = 17°43". Jak vysoky je komin? [114 m]

Urcete velikost v8ech tihlu a stran trojihelnika, pro néjz plati:

a=30°b=10, a=5 6:900,7:60°,c:5\/§]

Z bodu leziciho ve vySce h nad horizontalni rovinou jdouci patou véze vidime vrchol véze
ve vySkovém thlu «, patu véze v hloubkovém thlu 3. Jak vysoka je véz?

[h(1 + tga cotg B)]

Tésné u biehu feky stoji budova, z jejichz oken nad sebou vzdalenych A metru je vidét
bod na protéjsim biehu v hloubkovych thlech «, 8 (o > (). Jak siroka je reka?

h cos a cos 3
)

Po piimé cesté se pfesouvd vojenskd kolona. Pozorovatel na stanovisti A, které lezi
mimo cestu, zjistil radiolokdtorem, ze vzdéalenost mista A od ¢ela kolony U je 14 350 m,
vzdalenost A od konce kolony V je 13 840 m a velikost tthlu UAV je 13°32’. Vypocitejte
délku kolony. [3 360 m]

Hlidce byl uréen pochodovy thel o velikosti 13°, po 7 km byl zménén smér pochodu na
thel o velikosti 75°. Timto smérem prosla hlidka dalsich 8 km. Jaka je vzdélenost hlidky
vzdusnou ¢arou od vychoziho bodu? [12,9 km]



Kapitola 2
MnozZiny

2.1 Operace s mnozinami
2.1.1. Vyé¢tem prvka zapiSte mnoziny:
a) {r €Z:|x+3| <3},
b) {z € R: 22 <0},
c) {z € L : (z je studentem 1. roéniku oboru PTA) A (z je divka)}, kde L zna¢i mnozinu
vsech lidi.
Resent:
a) Resenfm nerovnice lz+3| < /3 jsou viechna realnd ¢isla z z intervalu (—3 —V3; -3+ \/3),
v tomto intervalu lezf celd éisla —4, -3, —2, tj. {r € Z : |z +3| < v/3} = {—4; -3; —2}.
b) Ziejmé {r € R: 2% <0} = {0}.

c) Ve slozené zévorce je potieba vyjmenovat vSechny divky studujici v 1. ro¢niku obor
PTA.

2.1.2. Necht A = (0;5) (otevieny interval), B = {3;4;5;6}. Zapiste mnoziny:

a) AN B, [{3;4}]
b) AUB, [(0;5) U{6}]
c) A- B, [(0;3) U (3;4) U (4;5)]
d) B - A, [{5;6}]
¢) Ar, [(=00;0) U (55 +00)]
f) Br. [(—0033) U (3;4) U (4;5) U (5;6) U (65 +00)]

2.1.3. Jsou dény mnoziny A={z€R: |z -2/ <1Ax>2}, B={zx eR: |z +2| >3}
ZapiSte pomoci intervali:

a) A, [(2;3)]

b) B, [(=00; =5) U (1; 400)]

¢) AUB, [(=o00; =5) U (1; 400)]

d) AnB. [(2;3)]
2.1.4. Necht A ={1;2;4;7;11;16}, B = {1;3;7;13}, C = {1;6;11;19}. Urcete

a) AU B, [{1;2;3;4;7;11;13;16}]
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b) BUC, [{1;3;6;7;11;13;19}]
c) AUBUC, [1;2;3;4;6;7;11;13;16;19]
d) AnB, {17}
&) ANC, {1511)]
fy ANBNC. [{1}]

2.1.5. Necht A = {a;c}, B = {b;d; c}. Utvoite kartézské soutiny
a) Ax B, [{(a;b), (a;:d), (a;c), (¢;b), (c; d), (c;0)}]
b) B x A. [{(b;a), (b;¢), (d; a), (d; ), (¢; a), (c; ¢)}]

2.1.6. Jsou déany mnoziny A = {1;2;3} a B = {3;5}. Vyc¢tem prvku zapiste kartézsky soucin
mnozin A x B. [{(1:3),(2;3), (3;3), (155),(2;5), (3;5)}]

2.1.7. Jakou mnozinu v prostoru opatfeném kartézskou souifadnou soustavou vyplni vSechny
body, jejichz souradnice (tj. usporddané trojice redlnych ¢isel) jsou z kartézského soucinu
intervalu (a,b) x (c,d) x (e, f)?

2.1.8. Jsou dédny mnoziny A = {—4;0;4} a B = (—4;4). Urcete
a) AUB, [(—4;4)]
b) AN B, [{0; —4}]
c) A-B, [{4}]
e) nacrtnéte A x B

2.1.9. Jsou ddny mnoziny A = {—2;—1;0;3} a B = (—3;5). Urcete
a) AUB, [(—3;5)]
b) AN B, [{—2;—1;0;3}]
c) A [0]
d) B— [(=3:=2) U (=2 —=1) U (=1;0) U (0;3) U (3;5)]
e) T (B — A]
f) Ag, [(—00; =2) U (=25 =1) U (=1;0) U (03 3) U (3; +00)]
g) [0]
h) [(=00; =3) U (5; +00)]

i) nacrtnéte A x B a B x A.
2.1.10. Uzitim Vennovych diagramu rozhodnéte, zda pro libovolné podmnoziny A, B, C' dané
zékladni mnoziny plati:
a) (ANB)UB = AU B, [plati]
b) AUB = AUB, [neplati]
¢c) CN(ANB)=(AnC)n(CNB). [plati]
2.1.11. Dokazte, ze pro libovolné dvé mnoziny A, B plati:

a) A=(A—-B)U(ANB),
b) AUB=(A—-B)U(ANB)U(B—A).
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2.2

2.2.1.

2.2.2.

2.2.3.

2.24.

2.2.5.

Reseni: Mnozinovd rovnost M = N se dokazuje bud tak, ze ukdzeme: z € M < z € N,
nebo tak, ze pouzijeme ziejmého tvrzeni (M = N) < (M C N AN C M) a dokazujeme:
l.zeM=2zeN (tj M CN),
2.z N=ze M (tj. NC M).

a) (xecA) s (reAN(x¢BVareB) < (x€ANx ¢ B)V
Vire ANz eB) s (ze(A-—B)Vze ANB)& (re(A-—B)U(ANB)).

b) (r€eAUB)&s (rcAVvereB)s (reAN(z¢ BVreB))V
Ve BNz ¢ Avae e A)) < (r€e AN ¢ B)V(re ANz € B))V
V(ze BNz ¢ A)V(zre BNz eA) e (re(A-B)Veze (ANB)V
Vee(B—A)Vze(BnNA)<s (zxe(A-B)Vaxe(ANnB)Vze (B-A)) &
< (xe(A-B)U(ANB)U(B—A4)).

Binarni relace, zobrazeni

Graficky znazornéte binarnf relaci {(z,y) € R?: z + 2y — 4 > 0}.

Reseni: viz obr. 2.1(a).

Najdéte pravidlo urc¢ujici bindrn{ relaci na R, ktera je ddna sedé zvyraznénou (otevienou)
podmnozinou roviny na obr. 2.1(b), (c), (d).

Reseni:

S elementarnimi znalostmi rovinné analytické geometrie snadno zjistime:

a) {(z,y) eR® 1z < y},

b) {(z.y) €B2: (a2 442 < 1)},

c) {(z,y) eR?2:0<z -y <1}

Necht zobrazeni f : (0, +00) — (4,+00) je ddno predpisem x +— f(z) = 22 + 4. Najdéte
piredpis definujici inverzni zobrazeni f~1.

Reseni: Zobrazeni f je ziejmé vzdjemné jednoznacné (specidlné prosté), a tedy inverzni
zobrazeni k nému existuje. Pfitom:

fFlyy =2 & fl@)=y & *+4d=y.

My ale potiebujeme hodnotu f~'(y) (tj. ) vyjadiit v zavislosti na y, tedy z predpisu
y = 22 + 4, definujiciho zobrazeni f, potiebujeme spoéitat v zdvislosti na v.
y=224+4 & ax=./y—4 (bereme ++/y — 4, nebot vime, ze x € (0, +00)).
Hledany piedpis tedy je: f~'(y) = y — 4.

Jakd podmnozina roviny opatiené kartézskou souradnou soustavou (tj. R x R) definuje
nasledujici binarni relace na R?

a) {(z,y) eR?2: 22 +4y? =1} [kruznice se stfedem v po¢dtku a polomérem 1]
b) {(z,y) € R?: 2.y # 0} [celd rovina bez soufadnicovych os]
Je ddna mnozina A = {—2; —1;0; 1;2}. Zndzornéte graficky bindrn{ relace

a) R={(zx,y) € AxA:z >y},
b) S ={(x,y) € Ax A:2?—y? <1},
c) T=RnNS.
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2.3 Usporadané mnoziny

2.3.1.

2.3.2.

2.3.3.

2.3.4.

Najdéte v R maximum, minimum, supremum a infimum (pokud existuji) mnozin:

a
b
¢

d

(&

f

g)

)
)
)
)
)
)

(0; 1),
(0; 1),

mnozina vSech zapornych ¢isel,

)

(0; +00),
(2;4),

1
727
9 ®
t-3
n n=1

CO\H

3, 4, 1, 0]

[1, 0, 1, 0]

[#, 3, 0, 7]

3 3 3 0]

[4, 3, 4, 2]
7

Najdéte maximum, minimum, supremum, infimum mnoziny M, jejiz prvky tvoii ¢isla

tvaru

V Zg urcete horni a dolni zdvoru mnoziny M = {—1;0;1}.
[horni zdvora: 1,2,.. .,

Je dén interval I = (—1;

a

Q. o o

e

)
)
)
)
)
f)

+2
+1’

horni zavoru,

dolni zavoru,

maximum,
minimum,
supremum,

infimum.

n € N.

3). Urcete v Z

-1,

3,4,5,...]
~2,-3,..]
El

[—1]

3]

[—1]

[maXM:supM: ;, minM =3, inf M =1

doln{ zavora: —1,—2,...]
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Obr. 2.1: K pifkladam 2.2.1 a 2.2.2.
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Kapitola 3

Funkce

Funkece je kazdé zobrazeni f mnoziny A do ¢iselné mnoziny B C R, tzn. funkce je predpis, ktery
kazdému prvku a € A jednoznacné pritadi ¢islo b € B. Mnoziné A fikame defini¢ni obor funkce a
jejl prvek nazyvame nezavisle proménnou nebo argumentem. Mnoziné B tikame obor funkcnich
hodnot, jejim prvkum zavisle proménné nebo hodnoty funkce. Jsou-li A, B mnoziny reilnych
¢isel, mluvime o funkci jedné redlné proménné, zapisujeme obvykle

y=f(z); =z€A  yeB.

Prehled zékladnich vlastnosti funkci je uveden v tabulce 3.1.

Graf funkce y = f(x) je mnozina vSech bodu v roviné o soufadnicich [z; f(z)]. Na obr. 3.2 — 3.5
jsou znazornény grafy elementdrnich funkci. VSimnéte si, ze graf sudé funkce je osové symetricky
podle osy y, graf liché funkce je symetricky podle poc¢atku soustavy soutradnic. Funkce rostouci,
neklesajici, klesajici a nerostouci se nazyvaji monotdnni, z nich pak funkce rostouci a klesajici
jsou ryze monotonni. Je ziejmé, ze ke kazdé ryze monoténni funkei existuje funkce inverzni,
nebot kazd4 ryze monoténni funkce je prostd. Déle plati, Ze Zadné sud4 funkce neni prost4.

3.1 Defini¢éni obor funkce

Hlavni zasady pro urcovani defini¢niho oboru funkeci:
1. vyraz ve jmenovateli musi byt rizny od nuly,
argument logaritmu musi byt vétsi nez nula,

vyraz pod sudou odmocninou musi byt nezaporny,

= W

pro argument funkce tg  musi platit: x # (2k + 1)—, pro cotg x: x # km, k € Z,

s
2

5. argument funkef arcsinz, arccosx musi lezet v intervalu « € (—1;1).

S — 1

3.1.1. Urcete defini¢ni obor funkce y = ———.
SIN T + Ccosx

Reseni: Funkce v ¢itateli i jmenovateli jsou definovdny pro viechna z, tedy jejich podil
je definovan pro vSechna z takova, ze jmenovatel je rizny od nuly:

3 3
sinz+cosr#0 = sinzx#—cosr = x;é47r+k7r:7r<4+k)

11



12 3. Funkce
funkce pozadavek na defini¢ni obor | defini¢ni vlastnost priklady
sudd reDy = —x € Dy f(=z) = f(x) 22, cosw
lich& re Dy = —xeDy f(=z) = —f(z) 23, sinx
periodick4 p>0,z€Df = x+p€ Dy flz+p) = f(x) sinz, cosx

1 < Ty = 22 na (0; +00),
rostouci na [ I C Dy je interval
f(z1) < fla2) 2%, logy @
1 < T9 =
neklesajici na I I C Dy je interval f(x) = konst.
f(x1) < flx2)
1 < 19 = 22 na (—o0;0),
klesajici na [ I C Dy je interval
f(@1) > f(x2) 277, —logyw
1 < X9 =
nerostouci na [ I C Dy je interval f(x) = konst.
f(1) = f(w2)
existuje A € R tak, sinz, cos,
ohranic¢end na [ I C Dy je interval
ze |f(z)] < Anal arctg

Tabulka 3.1: Zakladni vlastnosti funkci.

3
Defini¢nim oborem zadané funkce jsou tedy vSechna realnd cisla kromé z = i + km,

neboli

3.1.2.

Df:R—{iw+k‘7T,k€Z}.

1
Urcete definiéni obor funkce y = —— +

log(z — 2)

9 —2x.

Reseni: Defini¢ni obor souctu (rozdilu, sou¢inu, podilu) funkei, pifp. slozené funkee, je
mnozina takovych x € R, pro kterd jsou definovany vsechny funkce, ze kterych se dand
funkce skldd4, je to tedy prunik definiénich oboru jednotlivych funkei.

V nasem piipadé musi platit:
1. jmenovatel zlomku ruzny od nuly: log(x —2) 40 = z—2#1 = v #3

2. argument logaritmu vétsi nez nula: *+ —2>0 = z > 2

3. pod sudou odmocninou ¢islo nezdporné: 9 —2z >0 = = <9/2

Prunikem vsech t¥{ defini¢nich oboru je (2;3) U (3;9/2), definiénim oborem dané funkce
tedy je Dy = (2;3) U (3;9/2).

/ 5
3.1.3. Urcete definiéni obor funkce y = (96—1—4_2)2 .
x
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3.1.4.

3.1.5.

ResSeni:

1. Funkce pod sudou odmocninou musi byt nezaporna:

>0 = x2+5>0 = x> -5,

r+5
(x +2)2 —

2. jmenovatel se nesmi rovnat nule: (z +2)2 #0 = z # —2.

Defini¢ni obor celé (slozené) funkce je prinik téchto vysledki: Dy = (—5; —2)U(—2; 400).

Urcete defini¢ni obor funkei:

1
a)y—gc_3
b) y=+va?-9
) 5%
C =
Y 2 -1
44 x
d p—
Jy="F—s;
e) y=1—|2z
S5 — 1
f =
)y T+ 2
) _ 3
&Y=
1222 — z
h —
R B YT
) 1—=x
1 =
y 2 +3x+15
Ny=v3-Vz
xr—2
k =
) -3

Doy —
)y V2 -3z +2

Urcete defini¢ni obor funkei:

) ox — 4
a =
Y=y o
8x
b)y=g0
x
c) y=3—2e2

d) y=log(2x + 1)
&) y=1log (3" +1)

2
£) y=log~ o
-9
g) y—log(m2—4)
3
h pu—
)y In(z + 2)

R —{3}]
[(—00; =3) U (3; 00)]
R —{-1;1}]

[(=1;1)]

[(=3;1)]
(2 —V3;24V3)
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) y=— linfa] &~ {0}]
Dy=q—7+h(@ -2 [(=1;0) U (152) U (2; 00)]

3.1.6. Urcete definiéni obor funkef:

a) y=2cosx — 2" [R]

3.1.7.

3.1.8.

3.2

3.2.1.

b) y= —— b [<F+2k7r;57r+2k7r>,kez]
w/sinx—% 6 6
c) y = cotg x [z # km, k € Z]
d) y=tg2x [m#(?k—i—l) keZ]
e) y=t 1 w#O'x%LkEZ
y=%y T 2k + D
f) y—logsmx [(2km; 7 + 2k7) , k € Z]
g) y =lInsin(x — 3) + V16 + 22 (34 2km;m + 3+ 2km) , k € Z]
1— 1
h Si —1;1) — 10
) y=logt ! (-1:1) — {0)]
2 3
i) y=sin(z —4) + = +In(Tz+ 1) [(=1/7;00) — {1}]
) In (22
J)y:|tg33|-(x) [R {0: (2k:+1) keZ}]
Urcete defini¢ni obor funkei:
a) y:5—2arcsinx [(—3;1)]
2 3
b) y = arcsin(4z + 1) + :1:—1_—4 + In(3z — 3) 0]

Dokazte, ze funkce y = log 2x je funkce rostouci v celém svém defini¢nim oboru.

Reseni: Aby funkce f(r) byla rostouct, musi platit: pro z1 < x2 je f(21) < f(z2).

Defini¢éni obor nasi funkce spliiuje podminku: 2x >0 = z > 0.
Pro libovolna 0 < x1 < xo plati:

2x1 < 2x9
log 2z < log 2xs,

protoze log z je funkci rostouci. Tedy dand funkce y = log 2x je rostouci.

Parita funkce

2

Urcete, zda je funkce y = suda nebo lich4.

T
Reseni:

Dan4 funkce je licha.
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3.2.2. Rozhodnéte o sudosti, resp. lichosti, funkci:
a) y = [lich4]
b) y=3 [sudd]
c) y=2z° [sudd]
d) Yy = 2 +1 [Slldé]
e) y=12x2+3 [sudd)
2
£ y=2F lani sudd, ani lichd]
x—2
g) y=(z—1)° [ani sudd, ani lich4]
h) y=(z+1)* -2 [ani sudd, ani lichd]
3.2.3. Mezi nasledujicimi funkcemi najdéte funkce sudé a liché
1
a) y= NG [ani sudd, ani lich4]
1
b) y= 5\3/5 [licha]
¢) y=322—V1—-2a2 [sud4]
sin x Ny
d) y= 22 [lich&]
e) y=uxsin’z — a3 [lichd]
f) y =3 |cosz] [sud4]
3.3 Perioda funkce
3.3.1. Zjistéte, zda je funkce y = sinx + cosz periodickd, a v kladném piipadé najdéte jeji

3.3.2.

zékladni periodu.

Reseni: Je-li funkce periodicks, existuje &slo p € R takové, Ze pro viechna z € D ¢ plati:

sinz + cosz = sin(z + p) + cos(z + p).

Uzitim souctovych vzorcu dostaneme

sin(x 4 p) + cos(x + p) = sinx cosp + cos x sinp + cos x cos p — sinz sin p

= cosp(sinz + cosx) + sin p(cos x — sin z).

Ziejmé musi platit: cosp=1 A sinp=0 = p=0+2km, py = 27.

Danad funkce je tedy periodicka se zakladni periodou 27.

Zjistéte, zda dand funkce je periodickd, a pripadné najdéte jeji zakladni periodu:

a) y =3 |cosx|

[neni periodické]
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3.4 Inverzni funkce

3.4.1. Dokazte, zda funkce y = v/3x — 2 je prosta a najdéte funkci k ni inverzni. Sestrojte grafy
obou funkei.

- 2
Reseni: Defini¢ni obor: 32 —2>0 = D; = <3; +oo>.

Necht z1, z9 (z1 # x2) jsou libovolnd ¢fsla z Dy, pak plati:

3%1—2#3:62—2
V3x1 — 2 # /319 — 2.

Tedy funkce y = /3x — 2 je prosta a existuje k ni funkce inverzni. Ziskame ji tak, ze
provedeme formalni zdménu proménnych x < y:

T=+/3y—2
2?2 =3y—2
2
<+ 2 _
y="——=f"(@
Definiéni obor inverzni funkce je totozny s oborem funkénich hodnot funkce dané a obor
hodnot inverzni funkce je totozny s definiénim oborem puvodni funkce

Dy = Hy,
Hy = Dy.
2+ 2
V nasem piipadé je tedy Dy-1 = (0;+00) (maximalni definicni obor funkce y = 3

2
je oviem celé R) a Hy-1 = <3; —|—oo>.

Grafy dané funkce f(z) a funkce k ni inverzni f~!(z) jsou vidy soumérné podle osy
prvniho a tfetiho kvadrantu y = x (viz obr. 3.1).

y
4 -

WIN

Obr. 3.1: K piikladu 3.4.1.
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3.4.2. Je déna funkce y = 3z —2, x € (—1;2). Dokazte, ze f~! je funkce, urcete D1 asestrojte

2
graf inverznf funkce 1. [f_l = a:—?l)— , Dy = <5;4>}
3.4.3. Urcete, na kterych intervalech existuje inverzni funkce k nasledujicim funkcim, a najdéte
Ji:
—4
a) y=2z+4 |:f_1:x2 ; R
b) y = a? [/ =/, (0500)]
&) y=a’ = 5 R
2
—1
e) y=Inz [f~!=¢" R]
f) y =3 (£ = logy a, (0500)]
1\* 1
g y=\7 f= =log1 z, (0;00)
4 i
h) y= 22 [f~' =3 -2z, R]
2 )
z 3 _
i) y:3—2eg26 [f_1:21n x’ (—00;3)

+1

j) y:5—2arcsinx

3.5 Elementarni funkce a jejich grafy

Elementarni funkce muzeme rozdélit na
e polynomy,
e raciondlni lomené funkce,
e iraciondlni (inverzni k raciondlnim),
e exponencialni,
e logaritmické (inverzni k exponencidlnim),
e goniometrické,

e cyklometrické funkce (inverzni ke goniometrickym).

Piehled vlastnosti vybranych funkci je uveden v tabulce 3.2 a 3.3. Grafy elementarnich funkeci
jsou znazornény na obr. 3.2 — 3.5.
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4 4
y= X 3 y=x 3 y=Ix
2 2
1 1
. ! ! ! ! ! oy . ! ! ! ! ! ‘
e 2 3 4 4 =8 =2 = 2 3 4
-1 -1
) -2
-3 =3
-4 -4
y=x ! y=x
3
2
1
. ! ! ! 'y . ! ! ! ‘
-4 -3 2 3 4 -4 -3 2 3
-1
=
=)
-4
4 4
3 3
- y= Vx . y= Ix
1 1
. ! ! ! ! ! ) . ! ! ! ! ! ‘
A =8 =2 =i 2 3 4 2 3
=il
_2 -2
-3 -3
-4 -4

Obr. 3.2: Grafy elementarnich funkei
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Obr. 3.3: Grafy elementérnich funkci

f(x) Dy Hy vlastnosti S Hx) | Dy Hjy vlastnosti
. el s . T T cey s
sin R (—1;1) spojitd, roste | arcsinz | (—1;1) <—§; ) spojita, roste
cos T R (—1;1) spojita, klesd | arccosz | (—1;1) (0;7) spojitd, klesa
T e, ™ cel s
tgx | x# (2k+ 1)5 R Spojita, roste | arctg x R (—5; 5 spojita, roste
cotg x # kmw R spojité, klesd | arccotg x R (0;7) spojité, klesd

Tabulka 3.2: Goniometrické a cyklometrické funkce
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y = COS X

sin X

y

cotg x

y:

y=1tgXx

Obr. 3.4: Goniometrické funkce

0.5

y = arccos X
<k

0.5

-05

arcsin x
y

y:

sl

-05

Kl

arccotg x

y:

y = arctg x

10

10

-10

(1Y

-10

Kl

Obr. 3.5: Cyklometrické funkce
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4
y=¢"
3
2
L I I X L ’/-/ | | | X
4 3 3 4 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4
1L -1
y
4r 4
3l 3
2 2
y = log,x y=Inx
1k a>1 1
L 1 1 1 L L L L 1 1 | X
4 -3 -2 -1 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4
-1
)
-3} -3
—al -4
Obr. 3.6: Exponencialni a logaritmické funkce
f(z) | Dy Hy vlastnosti | f~*(x) | Dj-1  Hp-1  vlastnosti
2% R (0;+00) spojitd, roste | logox | (0;+00) R spojitd, roste
1 x
<2> R (0;400) spojitd, klesa | log1 « | (0;4+00) R spojitd, klesd
2
spojita spojita
a® | R (0;+0c0) roste(a>1)| log,x | (0;400) R  roste (a>1)
klesa (a < 1) klesa (a < 1)

Tabulka 3.3: Exponencialni a logaritmické funkce
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y y
4r 4
f(x)
8l 3L
g =-f(x), - h(x) = [f (X
7
i a af-
7/
7/
,
.
L L L L L L J X L L L L L L J X
-4 -3 -2 -1 1 7 2 3 4 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4
//
-1k 7 =l
7/
7
7

_2/ _ol

7/

7/
%
v -3 -3+
7/
K
7/
d

7 _4, _4,

Obr. 3.7: Reseni pifkladu 3.5.3.

3.5.1. Sestrojte grafy funkci:

_ 1
Wyzw o
d) y=a*

1 1

= — h _ —

e) y=— ) y=3
3.5.2. Pomoci grafu zndmych elementarnich funkei sestrojte grafy funkei:

a) y = 22 f) y:%xz
b) y=222-5 )
c) y = |22% — 5| g) y =5z
d) y = —222 h) y = (z—2)?
e) y=—-2x2+5 i)y=(r—2)2+3

3.5.3. Sestrojte grafy funkeci:

a) f(z)=2—-x
b) g(x) = —f(x)
h(z) = [f(2)]
3.5.4. Sestrojte grafy funkei:
@yz—i dyz—%
b)yzz d)yzxi2+3
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y:

_4,
1
5*/1:27 Yy = :1:27 Yy = 2352’ Y= _2332

Obr. 3.8: K piikladum 3.5.2. a 3.5.4.

3.5.5. Sestrojte grafy nasledujicich funkeci:

— 1 1\*
@) y g) y= (3>
b) y=2°
c) y=2%"2 h) y =logy x
d) y=3" i) y =loggz
e) y =3+t j) y=logi x
1\* 2
f) y= <2> k) y=log =
3
3.5.6. Sestrojte grafy funkei
a) y=2sinz e) y:cos(x—g)
b) y = |3cosz| -
¢) y =sin2x £) y = cos (m+1)
. T
d)y:smg g)y:cos(ac+1)+2

3.5.7. U nésledujicich funkci urcete jejich defini¢ni obor, obor hodnot, periodu, monoténnost.

Dale zjistéte, zda jsou dané funkce prosté, ohrani¢ené, sudé nebo liché, a sestrojte jejich
graf.

a) y=2z°+3
b) y=(z—1)°
c) y=3|cosz|
d) y=(z+1)*-2
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Obr. 3.9: K piikladu 3.5.5.

< : . : X
ST S o) S -1 .-
. X . . T m
Yy =sin—, y =sinz, y = sin 2z y=cos|x——=],y=cos|xz+ —
2 2 4
y y
2l 2\/\
1f 1L
Lox 3 p .z x w5 . » P
T 2 & 2 . 2 4 2 4 =2 =% =& =% 7 7 = 2n
Yy =cosx + 2
y
2,
1,
o & % .z x o |
T 2 2 al 2 ” 2 ” ‘
S 27TX
_2b 2
Yy =2sinx

Obr. 3.10: K piikladu 3.5.6.



Kapitola 4

Posloupnosti

4.1

Pojem posloupnosti, rekurentni urceni posloupnosti

Posloupnost (a,)5; je kazda funkce definovand na mnoziné pfirozenych ¢isel.

4.1.1.

4.1.2.

4.1.3.

Napiste prvnich pét ¢lenu posloupnosti dané vzorcem pro n-ty ¢len:

1 = 1 111
2) () 11,5515

n

n=1
1 _ o
b) ( cos(mr)) [1,0,1,0,1]
2 n=1
3n+ 1\~ 4 13 16
—3,—7,10, 3%, 2
c) (2”_5>n:1 [-3.-7.10, 5, %]
O (o L) (1,1 —k L L]
n3 ) »8> T 27°64> " 125
n=
N\ %
o 1,0,—1,0,1
e) (sm 5 )nZI [ ]
Vyjadiete dané posloupnosti pomoci vzorce pro n-ty ¢len
01343 ()
3°4°56 " e
b) 2,-2,2, -2, . [napt. (—2cos(nm))p,]
¢) 1,3,9,27,81, (3" )]
12345 b
d) ala) 40 o (L1>
23456 T =1
e) 1,8,27,64,125,216 [(ng’)i:l}
Je déna posloupnost (a,)52 ;, an, = log3™. Vyjadfete ji rekurentné.
Reseni: Rekurentn{ urcen{ posloupnosti je takovy zpusob zadani posloupnosti (an);’ozl,

kdy je ddn prvni ¢len (resp. prvni dva ¢leny) a déle je k dispozici vzorec, pomoci néhoz
muzeme pro kazdé n € N vypocitat clen a,y1 na zdkladé znalosti predchoziho ¢lenu a,.

V tomto piipadé pro kazdé n € N je
any1 = log 3" =log (3" - 3) = log 3" + log 3 = a, + log 3.
Zkoumanou posloupnost lze tedy rekurentné zadat takto:

a1 = log3; Gnt+1 = Gyn + log 3.

25
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4.1.4.

4.1.5.

4.1.6.

4.1.7.

Muzeme ji ovSem vyjadiit napf. i timto zpusobem
a1 = log 3; az = log9; Gnt2 = an + log9.

Posloupnosti vyjadiené vzorcem pro n-ty clen vyjadiete rekurentné:

a) (logy 10™)>° [a1 =1ogy 10; ant1 = logy 10 + ay,]
b) (n+2);2, [ar = 3; ant1 = an +1]
) (n—2),72, a1 = —1; apnt1 = an +1]
d) (2n),;2, [a1 = 2; ant1 = an + 2]
e) (2"),2, [a1 = 2; apnt1 = 2ay]
£) (=1)"-2)72 [a1 = =25 ant1 = —ay)

Vypiste prvnich pét ¢lent posloupnosti zadané rekurentné:

a) a1 =2; apy1=3a,, neN [2,6,18,54, 162]
b) ag=1; as=1; apy2=apt1 —an, nNEN [1,1,0,—1,—1]
c)ag=0; ax=1; apyo=2ap+1 —3a,, neN [0, 172 1 4]
d) a1 =-2; apy1 =—2a, neN [—2,4,-8,16,—32]

Posloupnost (ay)5%  je uréena rekurentné takto: a; = 1, apt1 = 2a,, n € N. Vyjadrete ji
vzorcem pro n-ty clen.

Reseni: Plati:

ag = 2a1
az — 2@2
a4 — 2&3

(p—1 = 2ap_2
ap = 20n—1
Téchto n — 1 rovnosti mezi sebou vyndsobime a dostaneme
a2 a3z a4 ...0p—-1 AQp = 2&1 . 2a2 . 2(13 e 2an,2 . 2(1,1,1,
¢ili
_ 277,—1
a2 asz a4 ...0p—-1 Qp = a1 a2 043...0p-9 Ap—1.

Zadny clen posloupnosti (a,)52; neni roven nule. Proto muzeme obé strany posledni
rovnosti vydélit vyrazem as a3 a4 . ..an_2 ayp_1 a dostaneme vztah pro a:

an = 2" ta;.

Vime, ze a; = 1, a tedy a, = 2"~!. Posloupnost (an)22 zapiSseme pomoci vzorce pro n-ty
¢len takto:

(2” 1)n 1°

Dané posloupnosti jsou uréeny rekurentné. Vyjadiete je vzorcem pro n-ty ¢len:

a) ap =1; apy1 =an, n €N [(1)20:1]
b) a1 =1; ans1 = —ay, nEN (D" )]
c) ai =5 apy1 =a,+4, neN [(4n +1)77 4]
0) a1 =2 e = 3an, nEN - )" ]
e) a; =0; apt1 =3+ an, n €N [((TL - 1) ) 3);.10:1]
f) a1=0; apy1=2—an, n€N [(1T+(=1)")>2]
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4.2 Aritmeticka a geometricka posloupnost

Posloupnost (a,)%2; se nazyvéa aritmeticka, pravé kdyz existuje takové redlné ¢islo d, ze pro
kazdé prirozené ¢islo n je

apy1 = an +d, (4.1)
kde d se nazyva diference aritmetické posloupnosti. Plati

ap—1 + Gpt1

anp = a1+ (n—1)d, p = ———o——, (4.2)
Vr,s e N: ag =a, + (s —r)d. (4.3)
Pro soucet s, prvnich n ¢lenu aritmetické posloupnosti plati
n
sp == (a1 + ayp). (4.4)

2

Posloupnost (ay)22, se nazyva geometricka, praveé kdyz existuje takové redlné ¢islo g, ze pro
kazdé prirozené ¢islo n je
an+1 = an " ¢, (45)

kde g se nazyva kvocient geometrické posloupnosti. Plati

anp = ay - qnil, ‘ Qp |: Van—1 " Qn+1, (46)
Vr,s € N: ag=a,-¢°". (4.7)

Pro soucet s, prvnich n ¢leni geometrické posloupnosti plati

g=1:  sp=n-a, (4.8)
qg#1: Sp = a1 qq”_—ll =a 11—_qq”. (4.9)
4.2.1. Vypoctéte zadané prvky aritmetické posloupnosti:
a) d=—12, a, = 15, s, = 456, n =7, a3 =7 [n =8, a; = 99]
b) a1 =6, s10 =195, ajg =7, d =7 [a10 = 33, d = 3]
4.2.2. Urcete aritmetickou posloupnost, u které plati:
a1+ ag +ag =71, as —as —ag = 2 [a1 =5, d="T]
4.2.3. Urcete a1 a ¢ u geometrické posloupnosti, u niz plati
a) a1 +aq4 =112, ag+asz =48 [a1 =4, ¢=3, a; =108, ¢ = 1/3]
b) a7 —as =48, ag+as =48, s, =1023 [a1 =1, ¢ =2, n=10]

4.2.4. Vypocitejte, kolik mate pra. .. prababicek.

Reseni: Kazdy mame dva rodice, étyfi prarodice (2 babicky a 2 dédecky), osm praprar-

odicu (4 prababicky a 4 pradédecky), atd. Kolik mame (pra)™-babicek? Je to polovina z

celkového pocétu (pra)™*l-rodicii (uvazujeme jen zeny), vysledek tedy je:
1
. 2n+2 — 2n+1,
2

Limita pro n — oo je nevlastni, pocet pra...prababicek stale roste.

n=12,...
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4.2.5. Strany pravoudhlého trojuhelnika tvoii aritmetickou posloupnost. Delsi odvésna méri 24.

Vypoctéte obvod trojihelnika. [72]

4.2.6. Stanovte takové cislo, aby zvétseno postupné o 7, 15, 27 dalo tfi po sobé jdouci ¢leny

geometrické posloupnosti. 9]

4.2.7. Buduje se hledisté letniho kina pfiblizné pro 1 200 divdka. Do prvni fady je planovano 40

sedadel, do kazdé nésledujici fady postupné o 4 sedadla vice. Kolik fad sedadel bude mit

hledigte? [17]

4.2.8. Cést stfechy domu mé tvar lichobézniku a je ji tFeba pokryt taskami. Vime, ze do fady

u hiebenu se vejde 85 tasek, do spodni fady pfi okapu 102 tasek. Pfitom tasky budou

srovnany do fad tak, ze v kazdé nasledujici fadé bude o jednu tasku vice nez v fadé

piedchozi. Kolik je tfeba tasek na pokryti ¢dsti stfechy? [1683]

4.2.9. Polocas rozpadu radia C (RaC) je pfiblizné 20 minut. Po¢dtecni hmotnost radia C je

3 mg. Jakd bude hmotnost radia za 2 hodiny? (Polo¢asem rozpadu nazyvame dobu, za

kterou se rozpadne polovina poé¢iteéni hmotnosti radioaktivni latky.) [6% mg]

4.2.10. Teplota Zemé roste do hloubky pfiblizné o 1°C na 33 metru. Jakd je teplota na dné dolu

1 015 metru hlubokého, je-li v hloubce 25 metrt teplota 9°C? [39°C]

4.2.11. Svételny paprsek ztraci pfi pruchodu sklenénou deskou % své intenzity. Jaka je intenzita

paprsku po pruchodu ¢tyimi stejnymi deskami? [(%)4]

4.2.12. Urcete soucet vSech prirozenych ¢isel od 1 do 100. [5 050]

4.2.13. Vypocitejte soucet viech sudych trojcifernych pfirozenych cGisel. [247 050]

4.2.14. Mnozstvi dfeva v jedné lesni oblasti je odhadnuto na 5,5-10% m?, roéni piiristek je 2,3%.
Kolik krychlovych metru dieva bude v této oblasti za tii roky? S tézbou se nepocita.

[=5,9-10° m?]

4.2.15. Ve mésté zilo na pocatku roku 2007 23 600 obyvatel. Kolik obyvatel lze ocekdvat na

pocatku roku 2012, jestlize se rocni prirustek odhaduje na 1,8%7? [25 800]

4.2.16. Kuidk prokouii ro¢né 1200 Ké. Kolik by uspotil za 50 let, kdyby tuto castku vzdy

pocatkem roku uklddal na vkladni knizku pfi roénim tdroceni 8%7? (Pocitejte dan z troku

ve vysi 15%.) [486 752]

4.2.17. Za kolik let klesne hodnota predmétu na méné nez desetinu puvodni ceny, jestlize roéné

odepisujeme 18% ceny predmétu z predchoziho roku? [12]

4.2.18. Traktor jede po pifmé silnici rychlosti 10 m-s~!. V okamziku, kdy projizdi mistem M,

vyjizdi z tohoto mista tymz smérem osobni auto, které za prvni sekundu ujede 3 m a za

kazdou nasledujici sekundu o 2 m vice nez za ptredchéazejici sekundu. Vypoctéte, za kolik

sekund auto dohoni traktor. 8 5]

4.2.19. Obcan ziskal pocatkem roku 2007 od banky tvér ke koupi bytu ve vysi 400 000 K¢, a to

na dobu Sesti let s ro¢ni trokovou mirou 10% (dirokovaci obdobi je 1 rok). Uvér bude
splacen v Sesti stejnych rocnich splatkach, prvni po jednom roce od poskytnuti dvéru.
Kolik korun bude ¢init jedna splatka? Kolik korun celkem obéan bance zaplati?

[jedna splatka 91 843 K¢; celkem 551 058 K¢|
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4.2.20.

4.2.21.

4.2.22.

Banka poskytla podnikateli poc¢atkem roku 2007 dvér ve vysi 2 500 000 K¢, a to na dobu
péti let s ro¢ni tirokovou mirou 13,5% (trokovaci obdobi je 1 rok). Podnikatel bude dluh
splacet pravidelné ve stejnych ro¢nich splatkéch, prvni po jednom roce od poskytnuti
uvéru. Vypocitejte vysi jedné splatky.

Reseni: Nezndmou je vyse jedné splatky, oznacéme ji s Ké.

Dluh podnikatele na konci roku 2007 (banka si pfipsala troky):
[2.5-10° - (1+0.135)] K¢
Dluh na pocatku roku 2008 (po prvni spldtce):
[2.5-10%- (1+0.135) — s] K¢
Dluh na pocatku roku 2009 (po pfipsani troku z dluhu za rok 2008 a po druhé splitce):

[(2.5-10° (14 0.135) — s) - (1 + 0.135) — s] Keé
=[2.5-10% (1 +0.135)* — s(1 + 0.135) — s] K¢

Dluh na po¢atku roku 2010 (po tfeti splatce):

[(2.5-10°- (14 0.135)* — s(1 4+ 0.135) — s) (1 + 0.135) — s] K¢
=[2.5-10°- (1 +0.135)® — (1 + 0.135)* — s(1 + 0.135) — s] K¢

atd., dluh na poc¢atku roku 2012 (po paté splatce):

[2.5-105- (14 0.135)° — 5(1 +0.135)% — 5(1 4 0.135)% — 5(1 +0.135)? — 5(1 4 0.135) — 5] K¢
Uvér bude na pocatku roku 2012 splacen, je tedy

2.5-10%-(140.135)° — s [(1 4 0.135)* + (1 4 0.135)® + (1 4 0.135)* + (1 4 0.135) + 1] =0
S vyuzitim vzorce (4.9) pro soucet prvnich n ¢lentu geometrické posloupnosti dostaneme

(140.135)% — 1

2.5-10%- (1 +0.135)° —
(1+0.135)" =5 "I T35 = 1

=0

Odtud je

o 25-10°- (1+40.135) - 0.135
B (140.135)5 — 1
s = T19 478

Vyse jedné splatky ¢ini 719 478 K¢.

Ob¢an si zalozil na konci roku 2005 osobni konto s ro¢ni tirokovou mirou 6% a se ¢tvrtletnim
urokovacim obdobim. Na konto ihned ulozil 5000 K¢ a stejnou ¢astku pak pravidelné
ukladal na konci kazdého ctvrtleti roku 2006, pfitom z konta zadny obnos nevybral. Jak
vysokd ¢dstka byla na jeho osobnim konté na konci roku 2006? Dan z troku je 15%.

[25 646]

Vkladatel mél na vkladni knizce s vypovédni lhutou uloZzeno po dobu tii let 8 000 Ké.
Prvni dva roky byla urokovd mira 6%, dalsi rok 5,2%. Jak vysokou ¢astku bude mit na
vkladni kniZce na konci tietiho roku, jestlize v prubéhu celé trokovaci doby nevybral
74dné tiroky? Urokovaci obdobf je jeden rok. [9 227 K¢]
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posloupnost defini¢ni vlastnost
rostouci VneN: a, < apt1
klesajici VneN: a, > apt1
neklesajici VneN: a, < ant1
nerostouci VneN: a, > ant1
shora omezend || dk e R; Vn e N: a, <k
zdola omezend || A €R; Vn e N: a, >1

Tabulka 4.1: Zakladni vlastnosti posloupnosti

4.3 Vlastnosti posloupnosti

Zakladni vlastnosti posloupnosti jsou shrnuty v tabulce 4.1.

Kazd4 rostouci posloupnost je neklesajici. Kazda klesajici posloupnost je nerostouci. Posloup-
nosti, které jsou nerostouci nebo neklesajici, se nazyvaji monoténni posloupnosti. Posloupnost
se nazyva omezena, pravé kdyz je omezend shora i zdola.

1 oo
4.3.1. Je dana posloupnost ()
n

n=1
a) Dokazte, ze dand posloupnost je klesajici.
b) Rozhodnéte, zda uvedend posloupnost je shora omezend, zdola omezend nebo omezen4.

c¢) Vyjadiete tuto posloupnost rekurentné.

Reseni:

1
a) Mame dokazat, ze pro kazdé n € N plati 1 < — neboli n 4+ 1 > n. Tato nerovnost
n

je pro kazdé n € N pravdiva. Tim jsme dokazali, ze dand posloupnost je klesajici.
1
b) Pro kazdé n € N je — > 0, to znamenad, ze dand posloupnost je zdola omezend. Zaroven
n

pro vSechna n € N plati — < 1. Proto je dana posloupnost také shora omezena. Z toho
n

plyne, ze dana posloupnost je omezena.

1
¢) Pron =1 dostaneme a; = 1. Protoze a,, = —, ap41 = plati pro kazdé n € N
n

n+1’
1 1 an
a pr = = .
(R an + 1

+1
an



4.4. Limity posloupnosti 31

4.3.2.

4.3.3.

4.3.4.

4.4

Danou posloupnost muzeme rekurentné vyjadiit takto:

an,
an +1°

al = 1, Ap+1 =

1 o0
Je dédna posloupnost | ——
posionp <n<n+ 1>>n:1

a) Dokazte, ze dand posloupnost je klesajici.

b) Rozhodnéte, zda uvedena posloupnost je shora omezend, zdola omezend, omezena.
[omezend]

c) Vyjadiete tuto posloupnost rekurentné. [al = %, Gnt1 = niﬁan

Je déna posloupnost (log2™)> ;.

a) Dokazte, ze dand posloupnost je rostouci.

b) Rozhodnéte, zda uvedena posloupnost je shora omezend, zdola omezend, omezena.
[zdola omezend)|

c¢) Vyjadiete tuto posloupnost rekurentné. [a1 =log2, ant1 = ap + log 2]

Dokazte, ze posloupnost

1 o0
a) (n + ) je klesajici
n

<2n+1

2 1

je rostouci
1

( > je omezena
3n

d) ( > je omezena
n n=1

e) (sinn)22 je omezend

8ﬁ

Limity posloupnosti

Rikdme, ze posloupnost (an)22 je konvergentni, pravé kdyz existuje ¢islo a € R takové, ze
plati: ke kazdému ¢ > 0 existuje ng € N takové, ze pro vSechna pfirozena ¢isla n > ng je
lan, —al <e.

Cislo a se nazyva limita posloupnosti a zapisuje se lim a, = a.
n—oo

e Posloupnosti, které nejsou konvergentni, se nazyvaji divergentni.

e Kazda posloupnost ma nejvyse jednu limitu.

e Kazda konvergentni posloupnost je omezena.
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Zakladni limity posloupnosti:

1 .
Jm =0 (typ ) (4.10)
im & =0 (typ =) (4.11)
nl—{go n! o YP oo ’
lim /n= lim nn =1  (typ oc*) (4.12)
n—oo n—oo
. 1\"
lim |14+ —-) =e (typ 1%°) (4.13)
n—oo n
k; n
hm(L%) =i (4.14)
n—oo n
3n+5 %
4.4.1. Vypocitejte limitu posloupnosti {21121—71_”“}”:1

Reseni: Jednd se o typ 22, limitu vypocéteme rozsfienim zlomku vyrazem -2 (volime
(o9} n
nejvyssi stupen mocniny ve jmenovateli) a uzitim vzorce 4.10 dostaneme

3n+5 3n+5 L 345 0
lim _onto — lim Ln% — lim n77n?1 . —Y
n—oo \ 2n2 + Tn + 1 n—oo \ 2n2 4+ Tn +1 oz n—o0 2+E+7 2

Plati:

e stupeii polynomu ve jmenovateli je totoZny se stupném polynomu v ¢itateli = limita se
rovné koeficientum u nejvyssi mocniny,

e stupen polynomu ve jmenovateli je vyssi nez stupen polynomu v Citateli = lim = 0,

e stupenn polynomu ve jmenovateli je niZsi nez stupen polynomu v Citateli = lim = oo.

4.4.2. Vypocitejte limity posloupnosti:

™% +2n+1 7
2) 3n?+6n+5 [3]
n3 n
D Gt ol
6n% +8n —7
) Tonrrd i
Q) v n3n++2;1 -1 1]
3
e) (2 + i) 8]
f) /416 [—15]
@<H+U$i?m+$ 0
h) (=1)" El

sinn+n sinn
i) 7—’— (Vyuiijte vztah lim = 0) [—1]
sinn —n n—oo N
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4.4.3. Urcete limity posloupnosti:

a) vn+1—+/n 0]
b) Vn+3—+v2n [—o0]
c) Vn?+3n—1-n [2}
d) ——— g

Vn242n—n

4.4.4. Vypocitejte nasledujici limity posloupnosti:
(n - 5) "
a)
n
5 \"
b) ( n+ >
n
n+4\"
c)
on — 3

ResSeni:

a) Jednd se o typ 1°°, upravime a uzitim vztahu (4.14) dostaneme:

n n
lim <n+5> = lim <1+5> =¢°
n—oo n n—o0 n

b) Upravime a pouzijeme vztah (4.10):

5+ 7\" \"
lim ( nt ) — lim (5+) — lim 5" = o
n—oo n n—oo n n—oo

c¢) Uzitim vztahu (4.10) dostaneme:

n 1 4 n n
im () him (2Fe ) o (2) =0
n—oo \ bn — 3 n—oo \ § — % n—oo \ H

4.4.5. Urcete limity posloupnosti:
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Kapitola 5

Limita funkce

Limita (limita zleva; limita zprava) funkce f(x) v bodé a je rovna éislu L, jestlize ke kazdému
g-okoli bodu L existuje takové ryzi §-okoli (levé d-okoli; pravé é-okoli) bodu a, ze pro viechna x
z tohoto d-okoli plati, ze f(x) patii do e-okoli bodu L, tj. pro vSechna z takova, ze |z — a| <
plati [f(z) — L| < e.
Zapisujeme:

lim f(z) =L; lim f(z)=1L; lim f(x)=L.

r—a T—a~ z—at

Je ziejmé, ze ¢islo L je limitou funkce f(x) v bodé a pravé tehdy, existuje-li v tomto bodé jak
limita zprava, tak limita zleva a jsou si rovny.

Dilezitym pojmem je spojitost funkce v bodé, definovand pozadavkem

lim f(z) = f(a).

r—a
Analogicky definujeme spojitost zleva a spojitost zprava.
Pro pocitani s limitami plati:

e limita z konstanty je taz konstanta: lim C = C,
r—a

e limita souctu (rozdilu, podilu, sou¢inu) funkei je rovna souctu (rozdilu, podilu, sou¢inu)
limit, pokud uvedené vyrazy maji smysl.

Struény postup pii vypoctu lim f(x):
T—a
1. nejprve vzdy zkusime dosadit x = a;

2. je-li funkce f(z) v bodé a spojita, je lim f(x) = f(a);

3. neni-li funkce f(z) v bodé a spojitd, dostaneme po dosazeni bud vyraz %, coz vede k
nevlastni limité v bodé a (pocitdme jednostranné limity), nebo néktery z nésledujicich
neurcitych vyrazi:

0 o0

— =, c0—o00, 0-00, 0° o, 1%,

0" oo

v téchto piipadech provedeme vhodnou tpravou ,,vykraceni nepohodlného vyrazu“ a lim-

itu vypocteme, nebo k vypoctu limity pouzijeme L’Hospitalovo pravidlo (viz nasledujici

kapitola).

35
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Zakladni limity funkci

L 1
Jm — =0 (typ ) (5.1)
lim z=1, >0 (typ o?) (5.2)
T—00
lim a®* =0, 0<a<l1 (5.3)
T—00
lim a* =1, a=1 (5.4)
T—00
lim a* =00, a>1 (5.5)
T— 00
Funkce f(x) je spojitd v bodé a
. . 3z22-1
5.1.1. Vypoctéte: }:I_)I% 5
= o 30 -1 3-22-1 11
Reseni: il_)r% T 52 =
nebot limita funkce f(x) v bodé a, v némz je funkce spojitd, je rovna funkéni hodnoté
f(a).
5.1.2. Urcete limity:
z+3
2) il—>mz x—3 [=3]
lim (22 - 2" 2
b) lim (% -2) [72]
¢) lim (% — 3z +2) 0]
xr—
. 24z —2
d) a:li>H—11 203 + 22 —x — 2 (1]
¢) lim sin 3z + sin 5z 0

z—Z sinx — sin3r

Vypocet limity metodou ,,vykraceni nepohodlného vyrazu“ — typ —

0
2?24+ 6x—-16 224
5.1.3. Vypocitejte li .
yp0c1eje$1_)na< T2 +:c—2>
Resent:
. (2 +6x—16 2?4 2462 -16 . (z—-2)(z+2)
lim + = lim ——— + lim —F———=
z—2 T+ 2 r—2 x—2 x + 2 T—2 xr—2
:0+lir%(x+2)20+4:4.
Tr—
5.14. lim ———0
=6 \/x +3 —3
Reseni:

P '\/;U+3+37hm(w—ﬁ)(\/az+3+3)
e—=6\/x+3—-3 Vr+3+3 2-6 r+3-9

= lim (Vo +3+3) =6
z—6
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5.1.5. Vypocitejte limity

sinx
Limity goniometrickych funkci typu
i in(k k
lim 22 — i - = 1, lim sin(kz) = lim — > = , (5.6)
z—0 T z—0 sin a—0  kx z—0 sin(kx)
tg (k k
lim g _ lim ——— = 1, lim g (kz) _ im = , (5.7)
e—0 z—0 tg = z—0  kx a—0 tg (kx)
) sin(kx)\" .. tg (kx)\"
= =1 .
lin( ko ) 13( ke , (5:8)
lim 22—, (5.9)
Tr—00 €T
lim 2% — . (5.10)
r—00 I
5.1.6. lim D052
z—0 x
Regent: li sin3x_1 . sin3x §_§1 sin3x_§
oSl I T2 T 24040 37 2220 3¢ 2
5.1.7. Urcete:
in 3
a) lim S OT 3]
r—0 T
t 3
b) lim g 3¢ =
z—0 tg 2x 2
cos T — cos®
lim —— 1
2 — !
.1 —cosx 1
d) T —5— M
e) lim (x cotg x) 1]
x—0
T +sinx
— [1]

f) i
) :rrggo T+ cosx
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1—

g) lim — %% 0]
x—0

h) sin? g i
z—0 tg2 5% 100

i sin4dx [8]

Nevlastni limita funkce v bodé — typ 0

Dostaneme-li po dosazeni x = a do limity vyraz %, k # 0, nazveme jej ,nekonetnym vyrazem*“,

ktery ma bud nevlastni limitu (+00), nebo limita vibec neexistuje. V tomto pifpadé tedy
pocitame jednostranné limity, pficemz hlavnim tkolem je urceni znaménka. Jsou-li obé jednos-
tranné limity stejné, existuje limita funkce v tomto bodé.

Limitu funkce f(z) v bodé a zprava (zleva) lze urcit zavedenim nové promeénné ¢ > 0 substituci
r=a+t (r=a—t)avypoctem limity nové funkce pro ¢t — 0:
limita zprava:

lim f(x)= %Erg)f(a+t), kdet >0

r—at

limita zleva:
lim f(z)=1lim f(a—1t), kdet>0
r—a~ t—0

VVVVVV

_9
5.1.8. Tim 12— 2!
Tx—2 I — 2

ResSeni: Funkce v bodé £ = 2 neni definovana.

-2 t
lim i ‘:|subst.:x:2—|—t|zlimleim1:1,
r—2t X — t—=0t t—=0
-2 —1
lim lz=2| =|subst:z=2—-1t|= limu = lim(—-1) = —1.
r—2— T — t—0 —t t—0
.. e =2 .
Limita zprava se nerovna limité zleva, hledand limita 111]% > tedy neexistuje.
T—2 T —
5+3
5.1.9. lim 27
z—3 3—1

Reseni: Po dosazeni dostavame vyraz %, pocitame tedy limity zprava a zleva:

5+3 5+3(3+t 14 + 3t
lim + $:|8ubst.:x:3—|—t,t>0]:limwzlim + = —00,
-3+t 3— t—0t 3—(34+1t) =0t —t
5+3 5+3(3—t 14 — 3t
lim +xz]subst.:sz—t,75>0\:limy:lim = +o0.
z—3- 33— t—ot 3—(3—1t) =0t t
Funkce ma v bodé x = 3 jednostranné nevlastni limity, které se sobé nerovnaji,

-
limita proto neexistuje.

5.1.10. Vypocitejte limity:

a) xlgélJr Inz [—o0]
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1
b) :1«% z El
¢) lim é [~oc]
1
d hm+ - [+00]
z—0T T
2 ilgé x—2 [ﬂ]
.1
f) lim 5 [oc]
2 —4
Eil

Limity v nevlastnich bodech +o0o; —o0

51.11. lim (\/gﬂ T3z — :c)

T—00

< . 1
Reseni: Vyraz rozsitime, upravime a pouzijeme znamy vztah lim — = 0:

T—00 I
lim Vit 43z —x Va?+3z4z lim 3 é_ lim 3 3
@—00 1 Va2 43z +x  eooo a2 $3r4x 1 e—e 14341 2

3 =2
5112, lim 2%~ +17
z=00 34 + 1022 + 3z

Reseni: Zlomek rozsitime (volime nejvyssi stupein mocniny z ve jmenovateli — viz kap. 4.4):

. 203 — 5x2 + 7
lim .
z=00 3x4 + 1022 4 3x

5.1.13. Vypocitejte nasledujici limity:

o 323 — 622410 3
1m

z—oo 43 + 1022 + 6z

im 3zt — 622 + 10

=00 43 + 1022 + 62

322 — 622 + 10

1m

z—oo 4x4 + 1022 + 62

2 —4

RPN v !

&) lim (Vo 1-va) 0
f) e’ —1

1m ————-—r
r—c0 @37 — 1

) Va2 + 3z [ _1}
lim ————— 273
e (2363 — 2x) 3

h) lim arctgi [ }

T—00 xr+1

a)

b)

c)
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5.1.14. Ze znalosti prubéhu danych funkci urcete
a) lim a® (a >0)
z—0
b) lim sinz
r— 00

c¢) lim cosz
r——00

d) lim arctgx

r—00

e) lim arctgx

T

L—
| —
I I

T——00
f) lim arccotg z 0]
Tr—00
g) lim arccotg (7]
T——00
Limity vedouci na e
1 x
lim <1 + > =e (typ 1%°) (5.11)
T—00 T
k €T
lim (1 -+ > = (typ 1) (5.12)
T—00 T
lim (1+2)s =e  (typ 1°°) (5.13)
z—0t
z+2
5.1.15. lim <x+3)
z—oo \ & + 1
Reseni:
3 r+2 9 42
lim Tt = lim (1+ =
z—oo \ x +1 T—00 z+1
2 1
subst =— = z=2m—-1, r— 00 = m— 0
z+1 m
1 2m+1 mT 2 1 1
= (14 2 < {K”) [ (1+4) }:
m— 00 m m— 00 m
=e?.1=¢%
5.1.16. Urcete:
1 xX
) % (1 Tz +4> e
. z+ 1\ % »
W m (513) e
. 22 42\ )
o Jm () &
3 T
d) lim (1 + ) [63]
T—00 T




Kapitola 6

Diferencialni pocet

6.1 Derivace funkce

Definice derivace funkce f(z) v bodé a:

iy J@) = fla) o flath)—fla) . Af(x)
f(a)—inl_rg r—a _flzli% h _Alglcrgo AV (6.1)

Derivace mé geometricky vyznam smérnice teény ke grafu funkce f(x) v bodé o soufadnicich
[a; f(a)] (viz obr. 6.1).

6.1.1. Z definice derivace vypoctéte derivaci funkee f(z) = 223 + 52% — Tz + 4.
Reseni: Vyjadifme nejprve

Af(z) =2(z+ Az)® +5(x + Azx)? — T(x + Az) +4 — 223 — 522 + 7o — 4
= 62°Ax + 62(Az)? + 2(Az)3 + 10zAz + 5(Az)? — TAx

A
i(x) = 622 + 6xAx + 2(Am)2 + 10z + 5Ax — 7
e
. Af(x) 2
o _ _
V= g TRy T 6 10T

Pravidla pro derivovani funkci

Necht funkce v = u(z), v = v(z) maji v daném bodé x derivace u’, v'. Plati:

1. (c-u) =c-u', kdec=konst.,
2. (utv) =u £,
3. (u-v) =u -v+u-v,

/

! —_
4 (E) :%, kde v # 0,
v v

5. derivace funkce sloZené: necht y = f(g), g = g(x), tj. y = flg(z)], kde funkce f(g) ma
v bodé ¢ a funkce g(x) ma v bodé = derivaci, pak

(flg@)]) = f'lg(x)] - g (2).

41
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teCna

fO=fl@a+hr-——-----f——— g~~~ ———-

flay)r-————p~ v

Obr. 6.1: Geometricky vyznam derivace, problém tecny.



6.1. Derivace funkce

43

Zakladni vzorce pro derivovani elementarnich funkci

C) =0, kde C je konstanta,

(
(
3. (@™ =nz""!,  kden je redlné &islo,
(
(

4. (e") =€,

5. () = a”Ina, kde a je kladna realnd konstanta,

6. (Inz) = —,

7. (log, z)" = 1 ,  kde a je kladné redlna konstanta, a # 1,

zlna

8. (sinz)’ = cosz,

9. (cosz) = —sinx,
10. (tg ) = ———,
(tg ) cos? x
, 1
11. (cotg z) = ———5—,
sin® x
. 1
12. (arcsinz) = Vi pro |z| < 1,
1
13. (arccosz) = vt pro |z| < 1,
14. (arctgz) = ——
15. (arccotg x)’ = S
. g - 1+$27

16. (sinhx)" = coshz,
17. (coshz)" = sinhz,
1
cosh? z’
1

sinh?

18. (tghz) =

19. (cotgh z) = —

6.1.2. Uzitim pravidla pro derivovani podilu dvou funkci dokazte, Ze:

1 T
I = k 2 1) — 7.
(tg ) . de z # (2k + )2,k6

Pomoci zakladnich pravidel a vzorca najdéte derivaci funkce:

6.1.3. y =2z (3lnz — 2)
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Reseni: Funkei upravime na tvar
y = 232(3Inz —2)
/ 3 1/2 3/23 3 9
y =52 Blnz —2)+=x ;:3\/§<§lnx—1+l>:§\/§lnx.
6.1.4. y=+v22—-3x+15
Reseni: Dand funkce je slozend. Jeji slozky jsou g(z) = 22 — 3z + 15 a f(g) = \/g. Podle
pravidla o derivaci funkce slozené dostaneme
! 1 2x — 3
’:c:< x>~'x: — | (22 -3) = .
f(z) g9(z)) -g'(z) NG ( N
6.1.5. Najdéte derivaci danych funkeci:
1
a) y =z
NZ
4 9 T 1
b) y=2a" —3x +§—2 423 —6£B+2
¢) y=2x+ 522 —Tx+4 [63: + 10z — 7]
d) y =322 -2z +1 (62 — 2]
1 1]
_ _ 3 _
© y=vo-3Ve [MZ V22|
g
f) y=+v1— a2 T
Sy =
3 1 ]
g) y=\/22\ z4Va3 Lg 7
h) y = (52> + z2 — 4)° [5(152% + 22)(52% + 22 — 4)*]
1 1
.1.6. = -
6.16. a) y x—1 [ (x —1)2
1 2 1 3 4 1]
b) v = — — = 1+ = _2 L=
)y z3 2?3z [ zt a3 3
¢) y= 20 — 3 [5
- (4—2)°]
d) 4= 22 +1 2(x + 1)
- (1-w)? (1—z)? ]
¢) y— r+1)? Az +1)]
L | (x —1)3 |
2 4(2x — 1) |
f) y= 5 [_()
(2 —z+1) (x?2 —x+1)
)y = 1—x [ -1
8y 1+x (14 2)V1—a?
2e77 |
1 ez
1 = ea? _
6.1.7. a) e [ 3
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1 T
b) y=— [_ ,
e’ +1 (e® +1)° ]
¢) y= (2% 42z +2)e [—2?e™]
d) y= eV <\/ 2z — 1) [e\/ﬂ_
6.1.8. a) y =2 {2:’02295 In 2]
1 z
b) y = ——— ——
a® —x (a2 — x2)3
237 8\, 8]
VI ) w5
6(x+1) ]
d) y = In (22° + 32° ——
) y =1In (227 + 32%) [x(2x+3)_
) _
e) y=lo (m+\/x2+9) [
) 82 In2vz2 4+ 9|
In2 ]
f) y =log,22 R
) Ba? [ 22:1n? z |
6.1.9. y = 5sin3 %
1
Reseni: i =5 - 3sin? g cos g §:5-sin2§~cos§.
1
6.1.10. y = itg 2z +Incosvx
Reseni:
1 1 1 1
' — ¢ . . —si =
Y gV cos? \/x 2¢/x * Ccos f( sin /) 2\/x
1 1 — cos? \/x
= t 1 t T VT =
f gf<c0s2f > 2f gf( cos?\/x )
.2
sin® \/z 1 3
= tg = t .
\f Ve <cos2 \/5> 2z g Ve
6.1.11. Urcete derivace funkci
a) y=xsinx + cosx [x cos x]
b) y = cos2x [—2 sin 2z
c) y=cos2x —2sinx [—2cosz(2sinz + 1)]
d) y= (2—1‘2) cosT + 2z sinx [$ smx}
1 sin x
e) y= 5
cos T cos? x |
sin x -1 ]
f) y=—"— —_
)y 1—cosz [1—COSLL’_
)y = sinx + cosx sin® x — cos® 2]
& 2sin 2z sin? 2z
2
h) y= (sing — cos g) [— cos z]
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3 3
6.1.12. a) y = 3cotg = + cotg 'z ——
sin® x
1+z —1
b) y=t —_—
Jy=ts [x2 cos? (1+2)
c) y=—cotgzr —x [cothx]
d) y=>5(tgx —x) 5tg2x}
e) y=Intgx [ ]
sin z cos
f) y = logy sin® = [cotg :c]
6.1.13. y — arcsin x
x
1 .
-, w/]_fx2$ aresim x — V1 —a%arcsinz
Reseni: y = 5 = .
x 221 — a2
2 2
6.1.14. y = arcsin 1 fx4
Reseni:
. 1 da(l +a*) — 222 - 42®
v= 972 \2 (14 24)2
1
(75)
B 1+ a2* dz(l—2*) 142t 4z(l—2t) 4w
VIt (+a?  Ji—ap (Q+a2 1+at
6.1.15. Urcete derivaci funkei
1
a) y = sin 322 + 7) + arctg (z + 1 [chos 322 +7 —i—]
2
1
b) y = 32%Inv/2x + 3 + arccos (In(5x)) 6xInv2z + 3+ 57
2t +3 2
zy/1 —In*(5x)
32 +4 —34x 571In5
c) y= 522 3 + arccotg 5* [(23:2 P 1T 5296]
Derivace funkce typu y = [f(2)]?“) (,,logaritmickd“ derivace)
6.1.16. y = (sinz)'8 %

Reseni: Danou funkei zlogaritmujeme, dostaneme
Iny =tgxlnsinx,

derivujeme obé ¢asti rovnice podle x:

1, 1 .

-y = 5 -nsinz +tgz- —— - cosw
Y cos?x sin z

1 1

— .y = 5— - lnsinz +1

Y cos®x
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6.1.17. y

6.1.18.

6.1.19.

a vyjadifme hledanou derivaci ' (za y dosadime vychozi funkci):

y' = (sin x)tg r <

3 -Insinx + 1) .
cos? x

2z -1)%VBa 2
(5r+4)2 Y1 -z

Reseni: Tuto funkei je také vhodné nejprve zlogaritmovat

1 1
Iny =3In(2z —1) + §ln(3x—|—2) —2In(bz +4) — gln(l — )

Ly 3 .1 3 o5 11
y Y T w1 2 32+ 2 5z+4 3 (1-2)
,_ (22— 1)% 3z +2 6 3. 10 . 1
(e4+4)2¥1—z \20-1 2Bz+2) bdzx+4 3(1-z))
Najdéte derivaci nasledujicich funkei (pouzijte logaritmickou derivaci):
a) y= SInT {msinx <cosxlnx + qu;)
x
b) y= z® [xx2+1(2lnx + 1)_
; ; Inx arcsin 1
arcsin arcsin
c) y==zx x
E e ()]
1
d) y =zxha [0]
e) y=a" [z%(Inx + 1)]
5 :
f) y =2 2%? [(:U_IQ%UQ) <ln2 +——Inz — 1)
x
g) y=2m" [2;&”‘1 Inz]
27 1)3 2° 1)3 2 1 1
by yo @+l @+D” (g 3 -
(x — 122z +1 (x — 122z + 1 r+1 -1 22¢x+1)/]
N 2*Vr+1 2* Vo +1 2, 1 3 1 ]
1 = — - —
Y w131 (- 1P —T\z  2w+1) z-1 56z—1))]
. 1 In(z +2) ]
= /(x +2)? 23/(x +2)? -
D= vl 2V (g )
Je déna funkce y = f(x). Vypoctéte f/(0), f'(—2), je-li:
a) y=a' [0; —10- 29}
1
b) y=a"* ;=
)y==a [39, ]
2 1]
C) Yy = ; |:£7 _5-
d) y = Va5 [0; %]
5/ 1 [ 3 ]
e) y=1\/—= ;
)y \ 23 ’ 10v/8
f) y=1\z\avz [# 3
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Derivace funkce dané parametricky

Necht funkce f(z) je ddna parametrickymi rovnicemi

T = ¢(t)7 Yy = w(t)v te <t1§ t2>7 (62)
kde t je parametr, potom
RO
/ Y dt _ ¥
=== == 6.3
Y= @ & (6:3)
dt

kde teckou znacime derivaci podle parametru .

6.1.20. Najdéte prvni derivaci 3/, je-li:

x =t(1 —sint)

y = tcost.

- cost —tsint cost —tsint
Reseni: ¢/ =

1 —sint + t(— cost) T 1—sint—tcost
6.1.21. Najdéte prvni derivace funkci danych parametricky:
a) z=13+3t+1
y =3t +5t° + 1 [y’ = 5¢7]
b) x =e 'sint

= ¢’ cost [y =e

¢) x=acos>t

y = bsin®t, t e (0;m) [y =—(b/a) tg t]
d) z=1-1

y=1-1 [y = (32 — 1)/(20)
e) r=tgt

y = cos’t [y = —2sint cos’ t]

Derivace funkce dané implicitné

Necht je déna rovnice F(x,y) = 0, z niz nelze vyjadiit y explicitné. Derivaci ¢y’ najdeme tak,
Ze obé ¢asti rovnice derivujeme podle z, pficemz y povazujeme za funkci proménné x, obdrzime
linedrni rovnici vzhledem k 3. Z této rovnice algebraicky urcéime /.

6.1.22. Najdéte prvni derivaci 3/ funkce dané implicitné rovnici 2% + Iny — z%e¥ = 0.

Reseni: Derivujeme rovnici podle z, dostaneme
1
322+ = -y —2xe¥ —2%e¥ -y =0, odtud
Y

, (2we¥ — 32%)y

v= 1 — 22y ey
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6.1.23. Najdéte prvni derivace funkci danych implicitné
1— 2]
a) 27 +y* 32 =0 [ 235

y ]

b) zt — 62%y% + 9y* — 522 + 154> — 100 =0 [;

Y

y(xlny —y)]

Y% =0
)y Ei—

d) zsiny+ysinz =0
e) y—x—arctgy =0
f) 2° +y® — 3azy =0

g) 22+ 22%y +xcosy+1y> =0 [

6.2 Derivace vyssich rada

ycosx +siny |
T cosy + sinw |

[1+y2“
y2
ay —x

{yQ—afc_

21

22 + 622y + cosy |

223 4+ 3y2 — zsiny |

Derivaci druhého fadu (druhou derivaci) funkce y = f(z) nazyvdme funkei (f'), tj. derivaci

prvni derivace funkce y = f(z).

Derivaci n-tého fadu (n = 2,3,4,...) funkce y = f(x) nazyvame derivaci derivace fadu (n —1):

!/
F @) = [ £V (@)] (6.4)
Derivace vyssich fadu oznaCujeme
y//, y///’ y(4)7 y(5)7 o y(n), (6.5)
nebo
f@), @), fO@), O 1" (@), (6.6)
nebo
d?y &y dly dy 6.7)
dz?’  da3’ dat’  dab’ T dan '

1 2
6.2.1. Je dana funkce y = —§£L' sin 3z — > cos 3.
Urcete y”.

Reseni: Vypocteme nejprve y':

, 1

1 2 1
Yy = —§sin3x— gxc083x+§sin3:z = §sin3x— gxcos?m

1 1
"= (y) = gcos?m — gcos3x+xsin3x = g sin 3x.

6.2.2. Vypoctéte derivaci n-tého fadu funkce y = sin z.
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Resent:
' . T

Y = COST = sln (:c+ 5)

y" = —sinz = sin <x+2-g)

no__ — ™

Yy = —coszx = sin (x+3-§)

y™ = sin <x+n-z> .
2
6.2.3. Najdéte derivaci 6. fadu funkee y = 2° — 722 + 12. [0]

6.2.4. Vypoctéte derivace 2. fadu funkei

2y 2 —44
YT TS (z +5)3
1
b) y= Zx2(2 Inz — 3) [In x]
—z2 —x? 2
c)y=e [2e (22° — 1)]
2
d) y=+va®— 2?2 ¢
(a2~ a2)
e) y= (1 +x?)arctg x 2arctg x + 2
v & BT T I 2

Je-li funkce y = f(z) zaddna parametricky rovnicemi x = ¢(t), y = ¥ (t), pak druhd derivace je

dy’ .
dy' _ ar _ @)
== =20 - , 6.8
dt
kde teckou znac¢ime derivaci podle parametru ¢ a prvni derivace ¢’ je ddna vztahem (6.3).
Podobné ziskame vztah pro tieti a ¢tvrtou derivaci:
o m
y" = (y. )’ y(4) _ (y ) atd. (6.9)

T T

6.2.5. Vypoctéte 3 a 3", je-li:

x = acos’t

y = asin’t.

Reseni: Jedns se o funkei danou parametricky, prvni derivaci vypoéteme podle vzorce (6.3):

d(asin3t)
Py dt _ 3asin’tcost to t
Y=~ d(acosgt) ~ —3acos?tsint gt

dt
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druhou derivaci uréime pomoci vztahu (6.8):

) d(—tgt) 1
= W) _ dt _ cos?t  _ 1
T d(acos®t) —3acos’tsint 3asintcos?t
dt

6.2.6. Najdéte prvni a druhé derivace funkci danych parametricky

a) x =4t +1t>
32 +1 32+ 12t -1
:t?’ t t>0 /: '//:
y=rtt b2 [y it+2t Y A(t +2)3

b) z =asint

/ " ]‘
Y = acost [y =—tgt; vy :—3}
acos’t
c) z=Int
y=sin2t, t>0 [y' = 2t cos 2t; 3’ = 2t(cos 2t — 2t sin 2t)}

d) = =rcost

. / ! 1
y=rsint y = —cotgt; y’ = ———
rsin”t
e) z=acos’t
y = asin’t [y =-1; ¥ =0
f) x =acost
1
y=a(l —sint) y =cotgt; Y = —
asin”t

6.3 Geometricky vyznam derivace

Derivace funkce y = f(x) v bodé a ma geometricky vyznam smérnice teény ki(x) ke grafu funkce
f(x) v bodé Ala; f(a)] (viz obr. 6.1)

ko(z) = tg o = f'(a) = iiir}lw = lim flat h}i —fla), (6.10)

Rouvnice teény ke kiivce y = f(x) v bodé AJa; f(a)] mé tvar

y— /() = k() (2 — a) = ['(a) (z — a), (6.11)

kde f’(a) je hodnota derivace y' v bodé A [a; f(a)].
Je-li f'(a) # 0, rovnice normdly ke grafu funkce y = f(x) v bodé A[a; f(a)] je

y — fla) = ku(z) (z —a), (6.12)
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kde smérnice normaély

1
kn(z) = @) (6.13)
a tedy
1
y— f(a) = @) (x — a). (6.14)
6.3.1. Jaky thel svira s osou z te¢na ke kiivce y = §x5 — %:U?’, vedend bodem s x-ovou soufadnici
rovnou 1 (viz obr. 6.2)7?
Reseni: Najdeme derivaci
y = 13—0374 — éxQ, pro x =1 je y =3, uzitim vztahu (6.10) ziskdme

tga=3 = «=arctg3d="71°33'54".

6.3.2. Sestavte rovnici te¢ny a normaly ke k¥ivce
2% + 22y + 3y =6 v bode M[1; —1] (viz obr. 6.2). Lezi bod M na kiivce?

Reseni: Danou rovnici derivujeme

2z + 2% + dxyy’ + 1293y’ =0,

r_ x+y2
4= 2zy + 6y3
Bod M lezi na kiivce, tedy
, . 1+1 1
M=o 6 T 0

Ze vztahu (6.11) ziskdme rovnici tecny:

1
y—i—lzz(m—l) neboli =z —4y—-5=0
a podle (6.14) rovnici normaly:

y+1=—4(x—1) neboli 4x+y—3=0.

6.3.3. Sestavte rovnice te¢ny a normaly k danym kiivkam v daném bodé:

1 15
a) y =423+ 62— 10z +1, T[1;7] y=14x —13; y=——x+ —

14 14
b) y =2z —Inz, T[1;7] y=z+1, y=—x+ 3]
¢) y=2V2sinz, T[%;?} [2x—y+2—%=0;x+2y—4—220]
d) y=e*cos2z, T][0;7] [z+y—1=0; x—y+1=0]
e) y=e", TI[0;7] ly=2+1; y=—z+1]
f) zy+Ilny=1, T[1;1] [t+2y—3=0; 2z —y—1=0]
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6.3.4.

6.3.5.

6.3.6.

6.3.7.

6.3.8.

6.3.9.

-0.5

teCna [ normala

Obr. 6.2: K piikladam 6.3.1. a 6.3.2.

Najdéte rovnice teény a normaly ke kiivkam danym parametricky:

a) x=2t—t2

y=3t—t v bodé, kde t =0 [Bx — 2y = 0; 2x 4 3y = 0]
b) z =sint

Yy = cos 2t Vbodé,kdet:% [dr+2y—3=0; 2z —4y+ 1= 0]

c) z =sint

y=a' v bodé, kde t =10 [y:xlna—i—l;y:—i—i—l
Ina
3at
d = —
) @ 1+1¢2
3at? .
V=1ip v bodé, kde t =2 [4x 4+ 3y — 12a = 0; 3z — 4y + 6a = 0]
Jaky tihel s osou z svird teéna k parabole y = 22 — 3z + 5, vedena bodem T[2; 3]? Napiste
rovnici této tecny. [ =45° y =z +1]

Sestavte rovnici teény ke kiivce y = 23 + 322 — 5, kterd je kolma k pifmce 2z — 6y +1 = 0.
Bz +y+6=0]

Napiste rovnici teény ke kruznici 22 4 y? = 25 v bodé T[3;y > 0].
[Bx + 4y — 25 = 0]

Na kiivee y = 22(x — 2)? najdéte body, v nichz jsou tecny rovnobézné s osou .
[[050], [1;1], [2;0]]

Ve kterych bodech kiivky y = 23 + 2 — 2 jsou teény k této kiivce rovnobézné s pifmkou
y=dz—17 [[1; 0], [—1; —4]]
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6.4 Fyzikalni vyznam derivace
Pohybuje-li se téleso piimocaie a je-li jeho vzdalenost « od jiného pevného bodu O v ¢ase t dana
vztahem
x = xz(t), (6.15)
pak jeho okamzita rychlost v ¢ase t je
dx
= —, 6.16
V=g (6.16)
a okamzité zrychleni v ¢ase t je
dv d%z
=—=—. 6.17
“Ta T ae (6.17)

6.4.1.

6.4.2.

6.4.3.

6.4.4.

1 2 t

Zévislost drahy na ¢ase pifmocarého pohybu bodu je déna rovnici s = —t° + = sin %
T
(t v sekundach, s v metrech). Urcete rychlost pohybu na konci druhé sekundy.

Reseni: Najdeme derivaci dréhy podle ¢asu

ﬁ—t‘l—klcosﬁ—t
dt 4787
ds 1v2

Tedy v = 16.18 m - s~ L.

Urcete okamzitou rychlost v a zrychleni ¢ hmotného bodu pfi kmitavém pohybu
y = Asin(wt + ¢o).

Resent:
d
v="Y = Aw cos(wt + ¢o),
dt
d d?
a= d—z = —dtg = —Aw? sin(wt + ¢g) = —wa.

Po parabole y = 2(8 —z) se pohybuje bod tak, ze pro jeho polohu v ¢ase t plati x = t+/%.
Jakd je rychlost zmény polohy y-ové souradnice v bodé M[1;7]?

Reseni: Najdeme zdkon zmény polohy y-ové soufadnice tak, ze do rovnice paraboly
dosadime x = t/t:

y = 8t\Vt —t3.

Rychlost zmény y je dana derivaci y podle ¢asu

. dy 2
= — =12Vt — 3t°.
V=g Vi
V bodé M[1;7] bude t = 1, tedy ym = 9, tj. rychlost zmény polohy y-ové soufadnice je
rovna 9 m-s~ L.

Zavislost drahy na case je ddna rovnici s = tIn(t + 1). Najdéte rychlost pohybu na konci
druhé sekundy. [v =177Tm- s_l]
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6.4.5. Pifmocary pohyb télesa je uréen rovnici s = 2t3 — 15t2 4 36t + 2. Zjistéte, ve kterém case
je rychlost télesa nulova. [2s; 3]

6.4.6. Téleso bylo vrzeno svisle vzhiiru pocateéni rychlosti vg = 40 m - s~!. Za predpokladu, ze
tthové zrychleni g = 10 m - s~2, vypoctéte:

a) okamzitou rychlost télesa v case 2 s, [20 m- s_l}
b) dobu a vysku vystupu télesa, [4s; 80 m]
c¢) okamzité zrychleni v case t. [—10 m - s_ﬂ

Draha svislého vrhu vzhiru je dana rovnici s = vgt — % gt?.
6.4.7. Jak rychle se méni

a) objem V plynu v zdvislosti na tlaku p, ¥idi-li se plyn Boyleovym zikonem pV = ¢, kde

. dV c
¢ je konstanta? —=——
dp  p?]
b) tlak plynu p v zavislosti na objemu plynu V', plati-li (p + %) (V —b) =c, kde a, b, c
. dp 2a c ]
jsou konstanty? [dV =73 m
6.4.8. Pro napéti nasycenych vodnich par je dan empiricky vzorec p = a - chrLT, kde a, b, ¢ jsou
d Inb 1
konstanty. Jak rychle se méni napéti v zdvislosti na teploté? {d; = % bcIT

6.5 Diferencial funkce

Geometricky vyznam diferencidlu funkce y = f(z) je zndzornén na obr. 6.3. Pfirustek funkce
y = f(z) v bodé Ala; f(a)] pro pfirustek argumentu h = x —a je roven rozdilu y-ovych soufadnic
bodu Bz, f(z)] a Ala; f(a)]. Tento rozdil ¢asto oznacujeme jako diferenci funkce Ay (nebo
Af(z)), tedy

Ay = f(z) - f(a). (6.18)

Sestrojme bodem A teénu ke grafu funkce f(x). Diferencidl funkce y = f(x) v bodé A je pak
rozdil y-ové soufadnice bodu C na teéné a y-ové soutfadnice bodu A na grafu funkce. Diferencidl
funkce tedy vyjadiuje ptirastek poradnice tecny ke kiivce v uvazovaném bodé.

Ma-li funkce y = f(x) v bodé a derivaci, potom plat{

Ay ~dy mneboli f(z)= f(a)+df(a). (6.19)

Tohoto vztahu se ¢asto pouziva k uréeni pfiblizné hodnoty vyrazu a k odhadu chyby pfi
pribliznych vypoctech.

Diferenciél funkce f(x) v bodé a je tedy roven soucinu derivace funkce v bodé a a prirustku
argumentu Ax (resp. diferencidlu nezavisle proménné dz):

df(a) = f'(a)(z — a) = f'(a) Az = f'(a) dz . (6.20)

6.5.1. Vypoctéte diferenci a diferencial funkce y = 2° — 2 v bodé x¢ = 2 pro pifriustek

Az =z — 20:

a) Az =1



56

6. Diferencialni pocet

teéna

f@=fla+hr---——————fF—-—— g~ - ——————.

6.5.2.

6.5.3.

6.5.4.

fa) YWy .

a x=a+h

Obr. 6.3: Diferenciél funkce v daném bodé.

b) Az =0.1
¢) Az =0.01
Reseni:

a) Az =1

Af=f3)—f(2)=27-3-842=18
df = f/(2)- Az = (322 = 1)pmp - Az =11-1 =11

b) Az =0.1

Af=f(21)— f(2) =9.261 —2.1 —8+2 = 1.161
df =11-01=1.1

c) Az =0.01

Af = £(2.01) — f(2) = 8.120601 — 2.01 — 8 + 2 = 0.110601
df =11-0.01 = 0.11

2

1
Urcete diferencidl funkce y = x* —x v bodé xg = 10, dz = 0 @ srovnejte jej s pririustkem

funkce Ay. [dy =1.9; Ay =1.91]
. : . x 49 N .
Urcete diferencidl funkce y = 5 49 — 22 + 5 arcsin - pro piiristek dz.
dy = V49 — xde]
Vypoctéte piiblizné arcsin 0.51.
Resent:
xo=0.5, Az =0.01,
plati vztah

arcsin(zo + Az) & arcsin g + (arcsinz),_, - Az,
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tedy

1
arcsin 0.51 = arcsin 0.5 + ————— . 0.01 = % 10.011 ~ 0.513.

V- (052

6.5.5. Pomoci diferencidlu vy¢islete priblizné hodnotu:

a) v/7.94 [1.995]
b) V1.008 [1.004]
c) sin29° [0.4849]
d) arctg 1.05 [0.8104]

Diferencidlem n-tého rddu funkce y = f(x) v bodé a je diferenciél diferencidlu fadu (n —1) dané
funkce:

d"f(a) =d [d"" f(a)], (6.21)
a tedy

d"f(a) = f™(a) dz", kde da" = (dz)". (6.22)

6.5.6. Najdéte diferencidl druhého fddu dané funkce y = f(z) v bodé xg pro prirustek Az

a) y=+v1—-22, 20=0, Az =0.1 [d?f(0) = —0.01]
b) y=2a2% z90=1, Az =0.1 [d?f(1) = 0.02]

6.5.7. Najdéte diferencidly uvedenych fadu funkce y = f(z) v bodé x pro prirustek dz, je-li:

a) y=(r+1)3(x—1)2 d3% [d?y = 4(z + 1)(52? — 22 — 1)da?]
b) y = sin?z, d3y [d®y = —4sin 2z da?]
¢) y = wcos 2z, d¥ [d!%y = —1024(z cos 2z + 5sin 22)dz™]

6.6 L’Hospitalovo pravidlo
Necht funkce y = f(z) a y = g(x) jsou diferencovatelné v okoli bodu zg a maji limity:

lim f(z)= lim g(z) =0 nebo lim f(z) = lim g(z) = oo, (6.23)

T—xo T—x0 T—x0 T—x0

. podil L&

g(z)

‘ . ooy , o0
ma v bodé zg tvar neurcitého vyrazu 5 nebo —, pak
00

W gla) o g(2)°

fl@) . f(z)
; (6.24)

existuje-li limita podilu derivaci.

V piipadé neurcitych vyrazi typu 0 - oo nebo co — oo upravime algebraicky danou funkci tak,
abychom ziskali neurc¢ity vyraz typu 0/0 nebo oo/co, a pak pouzijeme L’Hospitalovo pravidlo
(6.24).

Jedna-li se o neurcité vyrazy typu 0°, oo?, 1%°, danou funkeci zlogaritmujeme, najdeme limitu
jejiho logaritmu a potom limitu ptuvodni funkce (viz fesené piiklady).
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6.6.1.

6.6.2.

6.6.3.

6.6.4.

6.6.5.

2
. . x—14+1Inzx
Najdéte lim ——.
z—1 et —e
= ., e 0 ... o , . .
Reseni: Dand limita je typu o Pouzijeme primo L’Hospitalovo pravidlo

_2?—1+hz . (®2—-1+mz) 2241 3
lim ————— = lim ; = lim z — =
z—1 et —e z—1 (el’ — e) z—1 T e

T —sinz
Vypoctéte lim ————.
z—0 xT

Reseni: Jedns se o neurcity vyraz typu 0

0

. x—sinx . 1—cosx 0 . sinx 1
hm - = hm 72 = == hm 5
z—0 3 z—0 3x z—0 Ox 6

;. sSinw e s . . .
nebot lim = 1. V tomto piipadé jsme pouzili L’Hospitalovo pravidlo dvakrat.

z—0 T

Q) lim TS 2

. mw—2arctgzw 2
e) lim ————

— arct 1
£) lim x a,rgc gx { ]
z—0 x

rez
Najdéte lim .
z—oo x + e¥

- 00
Reseni: Neurcity vyraz typu —
00

) i Inx 1
im ——— —
¢ z—01+2Insinz 2
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6.6.6.

6.6.7.

6.6.8.

6.6.9.

6.6.10.

i
) limm 1]
z—0 Insinz
.oat I
g) lim — (n€Z7) [0]

Uréete lim (z?Inz).

z—0
. 00
ReSeni: Neurcity vyraz typu 0 - co. Souc¢in funkci upravime na podil typu —, pak
00

pouzijeme L’Hospitalovo pravidlo:

Inz = 1
. 2 T _ 1 T _ 1 2 _
L L

a) lim arcsinx cotg x 1]

z—0t
b) lim x (e% — 1) 1]

r—00

. 2 1

c) lim cotg“z (1 — cosx) =

z—0 2
d) lim (1 — cosz) cotg x 0]

x—07F

. . a

e) lim zsin— [a]

T—00 x
f) lim Inzlog(l — z) [0]

rz—1~

1 1
Najdéte lim ( — >
z—0\x e¥—1

Reseni: Neurcity vyraz typu oo — oo. Dané zlomky secteme, dostaneme neuréity vyraz

0
typu —, potom pouzijeme (dvakrat) L’Hospitalovo pravidlo:

0

. 1 1 et —-1—-z . e’ —1 . e’ 1
hm —_ — = hm —_— = hm —_— = hm —_— = =
z—0 \ T et —1 z—0 T (ex — 1) z—0 e — 1 + xe® z—0 e$(2 -+ I) 2

Vypoctéte lin%)(sin x)*.
xr—

Reseni: Jedna se o neurcity vyraz typu 0°, ktery spolu s dalsimi mocninnymi typy Fesime
pomoci logaritmizace:

lim g(x)In f(x)
lim [f(2)]?® = lim e g9(@)In f(2) _ gu—mo (6.25)

T—T0 T—T0

Oznaé¢ime danou funkci y, tj. y = (sinx)®, a zlogaritmujeme ji:

Insinx

1
T

Iny =zlnsinz =
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Vy¢islime limitu logaritmu dané funkce pouzitim L’Hospitalova pravidla (je zde neur¢ity
vyraz typu 0o/o0):

Insi cos 2
lim Iny = lim nsinx = lim Smf = — m _COS:B = — lim (xcosa: .1‘ ) =0.
T— — P z—0 -2 z—0 SInx z—0 s x
Tedy lim y = e° = 1.
z—0
6.6.11. a) lin.r(l) (1+ mx)% [e™]
Tr—
b) lim (tg z)°®* [1]
=3
¢) lim (tgx)2c®® [1]
=5
d) lim (1+2)™" 1
) lim (1+2) 1]
e) lim (7w — 2x)°* 1]
:c—>%_
f) lim(cos 2:5)% [6_6]
Tr—
1 x
g) lim (1 + x2> [1]
6.7 Tayloruv rozvoj

Necht m4 funkce f(z) v okoli O bodu zy vsechny derivace az do fadu n + 1 véetné, pak pro
kazdé x € O plati Taylorova formule:

f(z)

Tr — X
1!

= f(wo) +

[ (o) +

(x — 0)?

2!

f// (:L'O

)_|_...

+

(x — x0)"™

n!

F™(z0) + Ry (@), (6.26)

kde R(,41)(z) oznacuje Tayloruv zbytek.

Pomoci zbytku R(n+1)(a:) odhadujeme pfesnost, s jakou Taylorav polynom n-tého stupné

k=0

aproximuje funkci y = f(x) v okoli bodu xg

x — x0)"

Tn@:) = Z (

k!

f(k) (20)

f(@) =Tu(2) + Riny1) ().

(6.27)

(6.28)

Je-li v Taylorové formuli (6.26) z¢p = 0, nazyvé se piislusna formule Maclaurinovou a ma tvar

T x? x"
fla) = FO0)+ 5 £/0) + 5 ' (0) 4+ — FO(0) + Ry (2). (6:29)

6.7.1. Nahrad'te funkci f(z) = /= v okoli bodu x¢ = 1 Taylorovym polynomem 5. stupné.
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6.7.2.

6.7.3.

6.7.4.

6.7.5.

Reseni: Vyéislime hodnoty funkce f(z) = 2/3 a jejich derivaci do 5. Fadu véetné pro
Trog = 1.

=1 f) = =3
frlay=—200 =
Py = g )= o
@)= —oa 8 )= -2
fOw) = oa P fOa) =0
Podle Taylorovy véty (6.26) dostaneme
Vr = 1+%(m—1)—ﬁ(x—1)2+ 27193!(x—1)3—
_818-04! (@~ 1)’ 2483895! (z=1)°+R

Napiste rozvoj polynomu P(z) podle mocnin (x — z):
a) P(z) =23 +x—4, jeli z9g=2
[6+13(z —2) +6(z — 2)? + (z — 2)°]
b) P(z) =1+ 3z +5z% —22°, jeli zp=—1
[5—13(z+1) + 11(2 + 1) — 2(z + 3)*]
¢) P(x) =4—3z 4 2% — 523 + 2%, jeli 29=4
(=56 +21(z — 4) + 37(x — 4)> + 11(z — 4)* + (v — 4)*]

Sestavte pro danou funkci Tayloriv polynom n-tého #ddu v okoli bodu zg:

a)yijfl, T9=2, n=3 2—(z-2)+ (z—2)* = (z — 2)°]
b)y:\ji, ro=1 n=3 [1—;(x—1)+2(a:—1)2—156(9;—1)3_
c)y=2z", zp=1 n=3 |:1+($—1)+($—1)2+;(CC—1)3
d) y=2"-1, xzp=1, n=3 [(x—1)+(x—1)2—|—;(:p—1)3-

Sestavte Tayloruv polynom 2. fadu v okoli bodu z¢ = 2 polynomu:
P(z)=2a% 22" +52° — 2+ 3
a vycislete jeho hodnotu v bodech 2.02 a 1.97.
[321 + 1087(x — 2) + 1648(x — 2)?; P(2.02) = 343.4; P(1.97) = 289.9]

Sestavte Maclaurinuv polynom 3. stupné funkce y = a® (a > 0).

Resent:
f(z) = a” f(0) =
f'(x) =a"Ina f'(0) =Ina

"(0) = In%a

I f
f”/((E) —a% 1113 a f”/(O) _ 1113 a
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Podle Maclaurinova vzorce (6.29) dostavame

212 313
a’::1+xlna+x ; a+x 3I'1 a+R

6.7.6. Vyjadiete danou funkci Maclaurinovym polynomem:

- 2 23 "]
a) y=e [1+x+2!+3!+---+n!
3 4 n
— a® 2, T LT
b) y = ze [az+x +2!+3!+ +(n—1)!_
3 5 7 2n—1 7
x x° x
= si —_— RN — . _1 nili
¢) y=sinz [x FTRRT I TR S A g o1
2 4 6 2n
_ rr ot ”
d) y =cosz [1 51 + TR +-+(=1) o)l
6.7.7. Sestavte pro danou funkci Maclauriniv polynom n-tého fadu:
2z—1z2 2 3 94 L s
= =5 1+2 B RS B
a) y=e , n { +2x+z 3% g% T EF
1 1
b) y=1 =4 g2 gt
) y=Incosxz, n 5%~ 5%

6.8 Monoténnost funkce

Necht funkce y = f(z) je spojitd na intervalu I a necht uvnitt tohoto intervalu existuje prvni
derivace f’(z). Plati-li pro kazdé x z intervalu I f'(z) > 0 (f'(z) <0, f'(z) >0, f'(x) <0), je
funkce f(z) na intervalu I rostouci (klesajici, neklesajici, nerostouci).

Plati-li pro kazdé z z intervalu I f'(xz) > 0 (f'(z) < 0), pticemz rovnost plat{ jen pro koneény

pocet bodu tohoto intervalu, pak je funkce f(z) na intervalu I rostouci (klesajici).

6.8.1. Je déna funkce y = 2® — 322 abody z =3,z =1, 2 = —1, z = 0.5. Ve kterém z danych
bodu funkce roste, klesa?

Reseni: Najdeme derivaci y' = 322 — 6.

Pro z=3 Y =9>0 funkce roste
r=1 Yy =-3<0 funkce klesé
r=-1 3y =9>0 funkce roste

=05 ¢y =-225<0  funkce klesd

6.8.2. Najdéte intervaly monotonnosti funkce y = 2° — 1523 + 3.

Reseni: Dand funkce mé v kazdém bodé derivaci y/ = bz* — 4522, Zjistime intervaly, ve
kterych je:
a) f'(x)>0;  b) fi(x) <0

Mdme: 5zt — 4522 =0

50%(x +3)(x—3)=0 = wx193=0;43
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Nulové body derivace (x = 0; +3) vyneseme na ¢iselnou osu a zjistime znaménko derivace
v kazdém ze ¢ty intervalil, na které se rozdélila ¢iselnd osa, a to tak, ze dosadime libovolné
¢islo z intervalu do derivace.

Pro x < —3 zvolime napi. z = —4, dostaneme: 3’ >0
-3<x<0 x=—1 y <0
0<zr<3 x=2 y <0

x>3 x=2>5 y >0
/
T T
\ \ \ X
-3 0 3

Danéd funkce je na intervalech (—oo, —3) U (3; 00) rostouci a na intervalu (—3, 3) klesajici.

10
6.8.3. Najdéte interval t6 ti funk =0,
ajdéte intervaly monoténnosti funkee y = F-g—o->———
Reseni:
' —10(1222 — 18z + 6) _ —60(22% — 32 + 1) _ 2(z — 1)(z — 1)
Y (4x3 — 922 4 62)2 (4x3 — 92?2 4 6x)2 x2(422 — 9z + 6)2

Na ¢iselnou osu vyneseme nulové body prvni derivace (x = 1; 1/2) a body, v nichz neni
derivace definovéna (z = 0):

RN

0

NP ——
=

Funkce roste na intervalu (3;1) a klesa v intervalech (—oo;0) U (0; 3) U (1;00).

6.8.4. Urcete intervaly monoténnosti danych funkei:

a) Y = 2«T3 - 3«T2 [/ (_OO 0)7 (1700)7 ( )]
b)y::z:—k% /s (=003 —1), (1;00); \: (=130), (05 1)]
¢)y=a2>—z (o0 - =

", () () ()
)= L/ (—131) 5\t (—o0; — 1>,<1oo>1

&) y=1 b 7 (51) 2 o) (0F) (o
Dy=vtmy [ (ceava) (Vo) (*ﬁ;*l)* RAC f)
9=t /4 (=at=5) . (~1:00) 1\ (=51 ~1)

6.8.5. a) y=a —¢” [/ (=0050) 5\t (05 00)]
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b) y=a’e"" [/ (052) 3\t (—0030) , (25 00)]
¢) y=22"—Inzx [/I (;;OO> N\ <0; ;)
6.8.6 — i s je-lit 0 < 2 < 2 (T o (05 (22w )]
...a)y—ix—smx, je-li: 0 <z < 2m _/. <3,3>7\.<,3),(3, 7T>_
b) y=x 4 cosx [/ (—00; 00)]
c) y=x—2sinz, jeli: 0<z<2rm _/: (7;,5;) N (0,%) , <5;;27T>

6.9 Extrémni hodnoty funkci

Funkce f(x) muze nabyt extrémn{ hodnoty jen v bodech zy, v nichz je f’(xx) = 0 nebo v nichz
f(z) nemé (oboustrannou) derivaci. Body zy, v nichz je f’(xy) = 0, se nazyvaji staciondrni body
funkce f(z).

Postac¢ujici podminky pro extrém:

1. Necht z¢ je staciondrni bod funkce f(x), pfip. bod, v némz neexistuje derivace f(x), pak
funkce f(z) nabyva v bodé g ostré lokalni

a) maximum, je-li (z —zo) f'(z) <0

b) minimum, je-li (z — x¢) f'(z) >0
pro v8echna x # xq lezici ve vhodném okoli x.

2. Necht f(z) ma prvni i druhou derivaci v bodé zg, pficemz f’(zg) = 0, pak f(z) md v bodé
xo ostré lokalni

a) maximum, je-li f”(zg) <0,
b) minimum, je-li f”(zq) > 0.
Je-li vSak f”(z) = 0, muze, ale nemusi byt v bodé z( lokdln{ extrém dané funkce.

3. Necht f(x) ma v okoli bodu xq spojitou derivaci tadu m > 3, pficemz
(o) = f(wo) = ... = fI" D(zo) =0,

£ (o) # 0,
pak v bodé zg

e nenastane extrém, je-li m liché ¢islo;
e nastane extrém, je-li m sudé ¢islo, a to ostré lokalni
a) maximum, je-li (™ (z) <0,

b) minimum, je-li £ (z0) > 0.

Globélni (absolutni) extrémy spojité funkce f(x) na intervalu (a;b) hledame tak, Ze najdeme
hodnoty funkce ve stacionarnich bodech, v bodech, v nichz funkce nemad derivaci, a v krajnich
bodech intervalu, z nich pak vybereme nejvétsi (globdlni maximum) a nejmensi (globalni mini-
mum) hodnotu.
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6.9.1.

6.9.2.

6.9.3.

6.9.4.

Urcete lokdlni extrém funkce y = (z — 5) e”.

Reseni: Najdeme 3/ = (x —4) e”. Stacionarni body jsou Feseni rovnice
(r—4)e® =0,
tedy = 4. Druhd derivace y” = (x — 3)e®. Vy¢islime hodnotu druhé derivace ve
staciondrnim bodé: 3”(4) = ¢* > 0, dand funkce ma v bodé z = 4 lokéalni minimum,
4
Ymin = —€.

Urcete lokdln{ extrém funkce y = v/ 1 — z2.

Reseni: Funkce je definovédna pro —1 < z < 1.

L , 1 — 222 1, L
Prvni derivace: y' = ﬁ, y' =0proxio= i\ﬁ; Yy’ neexistuje pro r = %1.
—x
. . "no__ x(2m2 — 3)
Druhd derivace y" = 7(1 RpIEPY

Vycislime hodnotu druhé derivace ve stacionarnich bodech:

" L _ 1(1_3)
! <ﬂ>_ﬁ(1_;)3/2<0’

v bodé x = — bude tedy lokdlni maximum, yp.x =
\f i f\/
1 1 1-3
"= ) =———=—— >0,
Y ( ﬂ) V2 (1- 1)
2
tedy v bodé L bude lokélni mini 1
v x = ——— bude lokaln{ minimum, Yy, = —=.
Y V2 Y 2

V bodech x = %1 extrémy neexistuji, nebot lokalnimi extrémy mohou byt pouze vnitin{
body defini¢niho oboru.

Najdéte lokalni extrémy danych funkci:

a) y= —32% — 362 + 1 [max: [—2;45], min: [3; —80]]
b) y = W El
c) y= % [max: [—1; —2], min: [1;2]]
d) y=2"-12x+1 [max: [—2;17], min: [2; —15]]
e) y= — 182 + 272 — 7 El
f) y= é El
_ 2z
& Y=+ El
2 N T T
e i 2]
b) y=a%" [max [2;;} min: [0; 0]}
23

c) y:sinw—x—i-?
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6.9.5. Najdéte globalni extrémy funkce y = 3z — 23 na intervalu (—2;3). Funkce je v tomto
intervalu spojita a mé v8ude derivaci.
Reseni: v/ = 3 — 3z2; stacionarn{ body: = +1. Hodnoty funkce v téchto bodech jsou
y(1) =2, y(—1) = —2. Vy¢islime hodnoty funkce v krajnich bodech intervalu: y(—2) = 2,
y(3) = —18. Vybereme nejvétsi a nejmensi z téchto hodnot. Tedy globalni maximum je v
bodech x =1 a x = —2 a ma hodnotu y = 2, globdln{ minimum —18 m4& funkce v bodé
r = 3.
6.9.6. Urcete globalni extrémy funkci na daném intervalu:
a) y=a%—6x+10, =€ (—1;5) [max: [—1;17], min: [3;1]]
1
b) y=x+71, x € (—4;0) [max: [0; —1], min: 7]
x [R——
c) y=2" ze(-1;5) [max: [5;32], min: [-1;1/2]]
d) y=cos2zx — 2z, x€ <—g; g> [max: {—g; -1+ 77} , min: [g, —-1-— 7r”
6.9.7. Do koule o poloméru R vepiste valec tak, aby mél co nejvétsi plast.
Reseni: Nechf polomér zékladny vélce je r. Pak vyska vilce h je ddna vztahem
h =2V R? — r?
a plast
S =2mr -2/ R2 — 12,
pricemz 0 < r < R. Odtud
ds 2 R% —2r?
— = Ar R2_742_r7 :477771’
dr R2 — ;2 VRZ — 2
ds R
— =0 pro R*—22=0 = r=-—+
dr V2
Funkce S(r) je nezdpornd a spojitd na (0; R). V krajnich bodech intervalu je rovna nule.
Tedy uvnitt intervalu pro r = E ma S(r) nejvétsi hodnotu.
2 R?
Smax = 2TR V2, 2\/R2— — =27R*.
2 2
6.9.8. Cislo 28 rozlozte na dva scitance tak, aby jejich soucin byl nejvetsi. [14; 14]
6.9.9. Najdéte takové kladné ¢islo, aby soucet tohoto ¢isla a jeho pievracené hodnoty byl nej-
mensi. 1]
6.9.10. Urcete rozméry valcové nadoby s vikem tak, aby pifi objemu 2 litry méla tato nadoba
minimaln{ povrch. R= g/; dm = 6.8 cm; h= {/&dm =137 cm]
6.9.11. Urcete rozméry obdélniku tak, aby

a) pii daném obsahu 16 cm? mél minimélni obvod. [a=b=4cm)]

b) pfi daném obvodu 20 cm mél maximalni obsah. [a =0b=>5cm]
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6.9.12. Urcete rozméry vélce o nejvétsim objemu, jestlize jeho povrch je roven 6w dm?.

[R=1;h =2]

6.9.13. Celkovy objem nadrze tvaru kvadru se étvercovou podstavou je 1 m3. Jaké rozméry musi
mit nadrz (délka strany podstavy a a hloubka h), aby jeji povrch byl minim&lni?

6.10

a:2%m;h:27%m

Konvexnost a konkavnost funkce, inflexni body

Graf funkce f(z) se nazyva konvexni (konkdvni) na intervalu (a;b), lezi-li nad (pod) te¢nou,
vedenou libovolnym bodem tohoto intervalu.

e Je-li f”(x) > 0 na intervalu (a;b), pak je funkce konvezni v tomto intervalu.

e Je-li f(x) < 0 na intervalu (a;b), pak je funkce konkdvni v tomto intervalu.

Bod g, v némz je f”(xg) = 0 (piipadné f”(z¢) sice neexistuje, aviak f'(x) je v ném spojitd),
se nazyva inflexni bod.

6.10.1.

6.10.2.

6.10.3.

6.10.4.

Najdéte inflexn{ body a intervaly konvexnosti a konkdvnosti funkce: y = (z + 1)?(x — 2).
Reseni: Najdeme prvni a druhou derivaci funkee: 3 = 3(z? — 1), 3 = 6z,

y"” =0 pro x = 0. Inflexn{ bod m4 souradnice [0; —2].

y”" > 0 proz > 0,y < 0 prox < 0. Funkce je tedy konvexni na intervalu (0;00) a
konkavni na intervalu (—oc;0).

Najdéte inflexnf body kfivky: y = (z — 5)3 + 2.
10
9z —5
Druhéa derivace se nerovnda nule pro zadné x a neexistuje v bodé x = 5. V bodé z = 5

méni y” znaménko ze zdporného na kladné, proto nastava v tomto bodé inflexe. Tedy
bod 1[5;2] je inflexni bod.

- )
Reseni: i = g(:c — 5)§, Y’ =

Najdeéte inflexni body I a intervaly konvexnosti (U) a konkadvnosti (N) danych funke:

a) y::c—k% [T:A U:(0;00), N:(—00;0)]
b) y=(r—4)°+4x+4 [I:[4;20], U: (4;00), N:(—00;4)]
¢) y =2t — 8% 4 242° [1:3, U: (—o0;00)]
d) y=3z° —52* +4 I:[1;2], U:(1;00), N:(—o0;1)]
e) y=at+ 2z — 1222 — 52 + 2

L [=25 4], Ip  [1; -12], U (o0 =2), (1500), N2 (=251)]
Dy=ot oy [L:3, U (—000), (0;00)]
g y:x—kl_xﬂ [[:[0;0], U:(0;1),(1;00), N:(—o0;—1),(—=1;0)]
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6.11 Asymptoty grafu funkce

Pfimku o rovnici z = a nazyvdme asymptotou bez smérnice grafu funkce f(x), mé-li funkce v
bodé a nevlastni limitu (nebo jednostranné nevlastni limity).

Pi{fmku o rovnici y = kx + ¢ nazyvame asymptotou se smérnici grafu funkce f(x), plati-li

im [f(z) = (kz +¢)] = 0. (6.30)
Existuji-li soucasné limity
k= lim M, g = lim [f(z)— kz], (6.31)
T00 T =00
nebo
k= tm T gt () ke, (6.32)

pak pfimka y = kz + ¢ je asymptotou se smérnici grafu funkce f(x).

2
—2x+3
6.11.1. Najdéte asymptoty grafu funkce y = %
x
Reseni: Pro z = —2 je y — oo. Tedy asymptota bez smérnice je z = —2.
Uzitim vztahu (6.31) a (6.32) hleddme asymptoty se smérnici:
2
-2
k= lim T2
z—oo  x(x +2)
2
. ¢ =2z 43
q= $1ggo<7x+2 —:c) = —4.

Limity pro x — —o0 jsou stejné. Existuje tedy pouze jedind asymptota se smérnici grafu
dané funkce a méa rovnici y = x — 4.

6.11.2. Najdéte rovnice asymptot grafu dané funkce:

a) y=1r+ — 1 [t=1;2=—1; y = 1]
b) y =221 ly =23 y = —]
2
5
2¢ —1
3
e)y—3x+m [z = 2; y = 3]
1 1 1
)y_erl r  x—1 [t=0;2=-1;2=1; y =0
6.11.3. a) y = -
cos T
) y = e =0 y=2+1]
nx
12
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derivace f'(a) | druha derivace f”(a) funkce v bodé a
f'(a) >0 f"(a) >0 rostouci, konvexn{
f"(a) <0 rostouci, konkdvn{
f(a) <0 f"(a) >0 klesajici, konvexn{
f"(a) <0 klesajici, konkavni
f'(a)=0 f"(a) >0 lokaln{ minimum
f'(a)=0 f"(a) <0 lok4ln{ maximum
f'(a)=0 f"(a)=0 moznost inflexntho bodu
f'(a) #0 f"(a)=0 inflexni bod

Tabulka 6.1: K vySetfovani priubéhu funkce

6.12 Prubéh funkce

Pii uréovani prubéhu funkce zjistujeme:

1

2.

9.

10.

. defini¢éni obor funkce,

sudost, lichost, periodi¢nost funkce,

body nespojitosti funkce, jednostranné limity v nich a intervaly spojitosti,
. nulové body funkce, pruseciky s osami,

intervaly monoténnosti funkce,

lokdlni extrémy funkce,

intervaly konvexnosti a konkavnosti funkce,

inflexni body funkce,

asymptoty grafu funkce,

dalsi vyznamné body (napt. body, v nichz derivace funkce neni definovana, spojitd apod.).

Pomoci vyse uvedenych bodu sestrojime graf dané funkce.

6.12

1
1. Urcete prubéh funkce y = — + 4z2.
x
Reseni:
1. Defini¢ni obor funkce jsou vSechna x # 0, tedy Dy = (—00;0) U (0; 00).

2. Pro x € Dy je f(x) # f(—x) a f(—x) # —f(z), tedy funkce f(x) neni ani suda ani
lichd. Neplati ani f(z + 1) = f(x), je-li l # 0 = funkce f(z) neni periodicka.
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. Funkce f(x) je spojitd pro kazdé x € Dy. Je nespojitd v = 0. Pro limity v tomto

bodé plati
(1,
lim [ —+42°) = —o0,
rz—0~ x

1
lim ( + 4:102) = +400.
z—07t x

1
. Nulové body funkce f(z) najdeme fesenfm rovnice — + 4z% = 0:
x

1 1 1.
=4 -7= —5\3@ Prusecik s osou z je tedy v bodé [—2 V2; 0} . Prusecik s osou y
neexistuje, nebot plati, ze x # 0.
8x3 — 1
. Najdeme prvni derivaci y' = —;
x

1 1
y/:0pr0x:§anenideﬁnovénaprox:O;y’>0prow>§ay’<0pro:v<§.

1 1
Funkce klesd v (—o0;0) U (0; 2>, roste v (2; oo).

) 1 ) )
. Prvni derivace méni znaménko v bodé = = 3 a to ze zaporného na kladné, v tomto

bodé je tedy lokalni minimum funkce (druhé derivace v tomto bodé je kladnd), ymin =
3.

. Uréifme druhou derivaci 3y’ = 8 + —3i
x

1
y’ =0 prox = —5\3@ a nen{ definovdna pro x = 0;
1
y” >0 prox € (—oo; —3 \%) U (0;00), f(x) je v tomto intervalu konvexnf;

1
Yy’ <0 prox € (—2 V2 O), f(z) je v tomto intervalu konkavni.

1
. Inflexni bod (3 = 0) je [—2%; 0].

. Asymptoty

a) bez smérnice: x =0

b) se smérnici: neexistuji.

Ziskané tidaje shrneme do tabulky (pouzijeme téchto oznaceni: /' — kiivka roste, \, —
kiivka klesd, MIN — lokdlni minimum, MAX — lokdlni maximum, U — konvexni oblouk,
N — konkavni oblouk, I.B. — inflexni bod) a sestrojime graf dané funkce (viz obr. 6.4).

Intervaly a body (—oo; —% v 2) —%\3/5 (—%\3@; 0) 0 (0; %) % %; oo)
f(x) - —12/v/4 — nedef. - 0 +
I () + 0 — nedef. + 24 +
f(zx) AN 0 nedef. AN 3 /
U I.B. N asymp. bez sm. U MIN U
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6.12.2. VySetfete prubéh funkce y =

sin? z

2+sinx’

Reseni:

1.

Funkce je definovand pro vSechna x, nebot vidy plati 2 + sinx # 0, tedy

D¢ = (—o00;00).

Pro x € Dy je f(x) # f(—x) a f(—z) # —f(x), tedy funkce neni ani sudd, ani licha.
f(z 4 2m) = f(x), funkce m& periodu 27, z tohoto duvodu ji budeme sledovat pouze
na intervalu délky jedné periody, napi. v (0; 27).

3. Funkce je spojitd pro vSechna x.

4. Nulové body funkce, tj. pruseciky s osou z, jsou feSeni rovnice sin

22 = 0 z intervalu

(0;27), tedy 1 = 0, xo = 7, x3 = 2m. Prusecik s osou y najdeme, polozime-li z = 0.
Je v bodé [0;0].
sinxcosx (4 +sinx)
(2 4 sinx)? ’
y' =0 pro: sinz cosx = 0 (nebot 4 + sinz # 0).

’ . /
Prvni derivace y' =

Stacionarni body jsou x1 = 0, z9 = g, T3 =T, Ty = §7r, r5 = 2.
3 3
Funkce roste v (0; E) U =m) aklesav (E;ﬂ'> Ul =-m2r).
2 2 2 2
1
Podle zmény znaménka prvni derivace usuzujeme, ze v bodé o soufadnicich [g, 3] je

3
lokélni maximum, v bodeé [r; 0] je lokdlni minimum a v bodé [271'; 1] lok&lni maximum.

8 — 16sin?z — 6sin®z — sin* z

(2 4 sinx)3

Vypocet inflexnich bodu je obtizny, musi se hledat numericky. Proto se pii sestavovani
grafu funkce spokojime se zjisténymi skuteé¢nostmi a sestrojime graf na intervalu
(0; 27). Graf vné tohoto intervalu je periodickym pokra¢ovénim.

7 . !
Druhéa derivace y" =

Sestavime pomocnou tabulku hodnot funkce.

s ™ 7r 3 3 3
I : <;7> 2 <7; ) i) 2 272
ntervaly a body 0 5 9 5 s 5 5 9

f(x) + 0 — 0 + 0 -
f(z) / 1/3 N\ 0 / 1 N\
MAX MIN MAX

Na obr. 6.4 je sestrojena ¢ast grafu z intervalu (—2m;27).
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vk --@

2

Obr. 6.4: Grafy funkci y = 1 +42% gy = i .x .
x 2+sinx
6.12.3. Urcete prubéh funkce:
1 oz
a) y=a+ - Dy=1r2
b) y =23+ 3z ) _ (z—3)?
) 223 8 4z —1)
Y $2 + 1 b 3;3
d) y=+V1-—a? )y_a:2 4
_ (z—1)? ot
E)y—($+1)3 l)y_(1+$)3
6.12.4. Urcete prubéh funkce:
1— 3 _ 2
a) y= Qx d) y=e
T 9 1
e) y=x‘e=
2
zc—2x+1 _ 3.z
b)y= 1422 D=
g) y=zlnzx
111 1,
)y_ac—i—l m+x—1 h)y—gx —Inzx
6.12.5. Vysetfete prubéh funkce v intervalu (0; 27):
a) y =sin’x +sinz ¢) y=cos’x —sinx

2

b) y = cos®z + cosx d) y =sin"z —2cosz



Kapitola 7

Integralni pocet

7.1 Neurcity integral, zakladni vzorce

Jestlize pro vsechna x € (a;b) plati

Fl(z) = f(=), (7.1)
pak F(x) se nazyva primitivnd funkce k funkci f(x) na intervalu (a;b).
Je-li F(z) primitivni funkce k funkci f(z), Co je konstanta a G(z) = F(z) + Cop, pak G(z) je
rovnéz primitivni funkce k funkei f(z). Mnozina vsech primitivnich funkei k funkei f(x) na (a;b)
se nazyva neurcity integral funkce f(z) na (a;b) a znaéi se

/f(w) da. (7.2)

Funkce f(x) se nazyvé integrand tohoto neurcitého integralu. Jestlize F'(x) je primitivni funkce
k funkei f(z), pak plati
/f(x) dz = F(z) + C, (7.3)

kde C je integracéni konstanta.
Zakladni vlastnosti neurcitého integralu:

J @ £ g@)ds = [ f@)dox [ o) da. (7.4)
/c f(x) dx = c/f(x) dz, kde c je konstanta, ¢ # 0. (7.5)

Zakladni vzorce pro integrovani elementarnich funkci

n+1
1. /m” dr = a:+ 1 +C pro n#—1, C jeintegra¢ni konstanta,
n
d
2. /x =Inlz|+ C; =In(Cq z),
x
3. /exd:z:ez—k(],
a:p
4. /axdw——i—C, a>0,a#1,
Ina

73
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5. /cos:z:d:c—smx—FC
6. /smxdw-—cosac—l—C
dx
7. /COS2 =tgx+C,
8/ 5— = —cotg x + C,
sin“ x
/ = arcsinx + C = — arccos x + C,
10/ dz tgz + C tg z + C
. —— —arctg = —arccotg x .
1+ 22 g g

Casto vyhodné pouzijeme vztahi:

f'(z)
de =In|f(x)| + C, 7.6
|55 7(@) (76)
1
/f(ax—l—b)d:r:aF(ax—i—b)—l—C, a#0. (7.7)
Ay —
7.1.1. Vypoctéte integral 32723 dz.
T
Reseni d /(4 53 _g)d dof 323 +C=3Vz(z-3)+C
: T = 3 — 31 rT=— — =3z (x — .
v 3 3
dx
1.2, cté .
7 Vypoctéte / 1o

Reseni: Integrand vhodné upravime do tvaru, kde v ¢itateli je derivace jmenovatele, a
pouzijeme vztah (7.6):

d 1 T\ _ AT z
/ - =/( te) e d:c:/ 1———)dz=2—In(l+e") +C.
1+4e? 1+e? L +4e”

2
x

d

1+ 222 .

Reseni: Integrand upravime a pouzijeme pravidlo (7.7) o integraci slozené funkce, kde
vnitini funkce je linearni:

2 2.1 _
/Idle/mdle/ [P
1+ 222 2 1+ 222 2 1+(x\@)2

:;<x—\2arctgx\f2> +C

7.1.3. Vypoctéte /



7.1. Neurcity integral, zakladni vzorce 75
7.1.4. Piimym pouzitim vzorcu vypoctéte nasledujici integraly:
13 1
a) /mm dz [313 +C
) / 37 dz [2W +C
1 1 1
C) /335 dx |:_4x4 +C_
1 1
1 3V ]
f [ 2
\ﬁ [4+/z + C]
¥ 2 ]
d =
) 2 d 7z + C_
)/:E3\3/de [33m13—|—C
) -
7.1.5. a) /(:L'5 + 623 — 22%) dx [6 (2% + 92 — 42%) + C
1 -
/ (5x9 — 242" + 27x ) dz [2:66 (1:2 - 3)2 +C
oo bt oo b :
C>/<xz+$3+x4>d$ [‘x‘zxz‘sxﬁc
d)/ 1— L) Vave da e L]
22 VY
e)/(\/i+1)(:c—\/5+1)dx [2x5+x+C
3
7.16. a) /w do 31n 2] + C]
2?2 + 62 — 20 1 3 5
S et | _2 .2
b) / 513 dz [2 n |z . + 2 + C}
c) /cos3 adx [z cos® a + C]
d)/ 3+2eﬂ3+cosgc—7:c2+L dx 3x+2e$+1sinx—zx3+2\/5+c
6 JT 6 3
3 —
7.1.7. a) /(:05:1:208 dz [sinz — 0.8tg z + C]
cos? x
1— 3
b) /(xgsxda: [tg z —sinz + C]
cos? x
1—2tg?
c) / # dz [—cotg x — 2tg x + C]
sin®
sinx Ccos T
d dz - +C
) / Vi-a? [ V1-a? }
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3 — 2cotg 2
e) / # dz [3tg x + 2cotg z + C]
cos’ x
7.1.8. Vyuzitim vztahu (7.6) pro vypocet integralu, kde v citateli je derivace jmenovatele, Feste
nasledujici integraly:
C
a) /tg x dx In
| cos x|
/Cotg rdez [In(C| sin z|)]
2z +4 9
1
/ +4x+1 [In|z* + 4z + 1| + C]
4o + 12 9
d 21 6z — 10|+ C
/x 246010 [2In fo + 6z = 10] + C]
2z
(1
) [ i nlC(1+ %)
/ z {ln CV1+ 22 ]
1+ xQ
1
/3 dx [In(C|v/3z — 5|)]
x —
dzx
/ 1—6z [ V1 —6x 6;v]
IV
/”M)dx [In|2? — 72 + 13| + In C]
, 12e37 5
7.1.9. Pomoci pravidla (7.7) o integraci slozené funkce, kde vnitini funkce je linedrni, vypoctéte

nasledujici integraly:

) / (20— 3)° da [210(295—3)1%0]
b) /mdx B\/m+c]
) /xiadx in |z +a]+ C = In [C(z + )]
Y /1—16x o [élnll—cﬁwl

1

Bz —5p R

61_5:3 dz |:_;el—5x I C_

) -
(3 —sin3z) dz [333 + 3 c08 3z + C

/
/
8) /cos = da [2sin 5 +C
/
/

i) [ sin (m + %) dz [— cos (:1: + %) + C:



7.2. Substituéni metoda vid

1 1 1

d ——cotg 2z + C

) /sin22x * { 2cog v i
) _

k) /(sinx+cosx)2 dx [m—2c052x+C

1 1 1
1) /5$2+1 dx [\/garctg (V5z) + C_

1
[2 arcsin 2z + C

m) /\/1_1—4x2da:

7.2 Substitu¢ni metoda

Substituci rozumime pifechodné nahrazeni integra¢ni proménné x pomocnou proménnou dle
zvoleného vztahu. Substituéni metody jsou zalozeny na pouziti pravidla pro derivaci slozené
funkce.

Substitu¢éni metoda I

Tato metoda spo¢ivd v tom, ze vhodné zvolenou funkci obsazenou v predpisu f(x) oznacéime
jako novou jednoduchou proménnou. Predpoklddejme napiiklad, ze

fl@) = ¢'(@) glp(@)], (7.8)

zvolime-li u = ¢(x), pak du = ¢/(z) dz, a dostaneme

/juwu=/¢%wmwwa=/mwdu=G@»H%=wa»+c, (7.9)

kde G je primitivni funkce k funkci g.

x
7.2.1. Vypoctéte integral / dzx.
Va2 +1

Reseni: Vidime, 7e ¢itatel funkce v integrandu je a7z na nésobeni konstantou derivaci
vyrazu pod odmocninou. Oznaéime-li v = () = 22 + 1, dostavame du = 2z dz, a tedy:

x 1 2z 22+1=u
/dm:/dx:
Va2 +1 2 Va2 +1 2z dxr = du

1/ 1
:/du:\/ﬂ—i—C:\/;T—i—l-l-C-
2] Vu

3cos®

sin® z

7.2.2. Vypoctéte integrél/ dzx.

Reseni: Integrand nejprve upravime a zvolime substituci v = sin z, odtud du = cosx dx.
Dostaneme

3cos® 1 —sin?x sinr =u
/ dr =3 | ———— coszdx =

1 1
S s cosz dr = du
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vV 1+1
7.2.3. Vypoctéte integral v+ dz.
ve+1-1

Reseni: Zvolime substituci vz + 1 = u, odtud z = u? — 1, dz = 2u du. Pak

du

ViFi+1 Vitl=u = z=u’>-1 u+1 u? +u
Y2l o e = =2 uwdu =2
Ve+1-—1 dz = 2u du u—1 u—1

2
:2/(u+2+ 1)du:u2+4u+4ln\u—1\+c
w—
=4n|vVe+1-1]+4vVe+1+2+1+C.

Substituéni metoda I1

Druhy typ substitu¢ni metody spoc¢iva naopak v tom, ze na misto puvodni proménné x dosadime
vhodnou funkci z = 9(z), pak je de = ¢’(2) dz. Misto primitivni funkce k funkci f(z) pak
hleddme primitivn{ funkei G(z) k funkei g(z) = f [¢(2)] ¢/ (2):

/f(x) dz = /f [V(2)] ¢ (2) dz = /g(z) dz=G(z)+C=G [y ' (z)] + C. (7.10)

Typické jsou neurcité integraly, které vedou na goniometrické substituce.

7.2.4. Vypoctéte integrél / V1—22dx.

Reseni: Zvolime-li z = v(z) = sin z (a tedy z = arcsin x), dostaneme dz = cos z dz, pak:

T =sinz
/\/l—dem: :/\/1—sin2zCoszdz:/COSQZdz

dx = cosz dz

- 1+0082zd 1 +sin22+c_1 +2sinzcosz+c
- 2 TRy b 4
1 1 — 22
= —arcsinx + ﬂ +C.
2 2
7.2.5. Vhodnou substituci feste integrély:
: 1 |
a) /sm5x dz [—5 coshzr + C
17 39 .
b) /(1: +17)38 dz [(:c+39) +C

) :
c) /x e dz [26”2 +C

d) / (x\/ z? + 1) dz [; (22 +1)° + C-

e) /374 dz
V1—2g°

1 )
3
7.2.6. a) /sin3 x dx [COS —cosx + C
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7.2.7.

7.2.8.

b) /\/3 sinx cosx dx

c) /sinxcosx dz

d) /esmx cosx dx
e) /0052 rsinx dx

f) /cos3 zrsinz dz

a)/lnxdm
X
12
b)/nwdx
x
/\/1-1-111:70
c) | ——dx
X
1
SI00
d)/ s
arctg x
a)/1+x2 de
x
0 [

)/ .’,12'2
C
1—|—$6

arcsin x

—— " dz
V1—2z2

dx

dx

d)

7.3 Integrace metodou per partes

[i \3/ sin*z + C

[sin2 x N C}

—_

1,
— +C
|: 4COS T

[ln2 x N C_

2
Ind x
3

+C

5 -
{3\/(1 +Inz)3+C
) -

[cos +C

x -

_1 ; -
iarctg x+C

1
§arctg 2?2 +C

1
garctg 3+ C

<2 b
arcsin” xr
———+C

2

Z pravidla pro derivaci sou¢inu funkei vyplyva vztah pro integraci po ¢astech (per partes):

(7.11)

strucnéji

/udv—u-v—/vdu.

V zékladnich integralech neni zadny integral logaritmické ani cyklometrické funkce, ani integral
souc¢inu funkei ruzného druhu (algebraické a transcendentni, goniometrické a exponencidlni
apod.). V téchto piipadech je zpravidla pouziti metody per partes nevyhnutelné. Pouziva se
vSak s vyhodou i v jinych pfipadech, kdy na pravé strané vztahu (7.11) dostaneme integral
znamy nebo vychozi. Vyuzivame hlavné téchto skute¢nosti, znamych z diferencidlniho poctu:

e derivace polynomu je polynom nizsiho stupné;

(7.12)

e derivace funkci logaritmickych a cyklometrickych jsou funkce algebraické;

e derivace funkci exponencidlnich a goniometrickych jsou funkce téhoz druhu.
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7.3.1. Vypoctéte integral /(:c2 — 3z —38) e2?® dz.
Reseni: Pii vypoctu integralu pouzueme metoqy per partes dvakrat ke smzenl stupné
polynomu. Nejprve volime u = x? -3z —8, v/ = e2%, odtud v/ = 2 —3, v = 2e3? , podruhé
podobné:
) 1 u =a22—-3z—8 o =e®
/(:r: —3x—8)e2*dx = .
u =2r—3 v =2e2”
:2(:1:23568)629”2/(256 )e2” dx
1
u =2r—3 v =e2”
u = v =2e3®
=2(z® — 3z — 8) 2 — 4(2x — 3) e2” + S/eéx dz
= 2(a? — Tz +6) e2” + C
. , Inz
7.3.2. Vypoctéte integrdl [ — dx.
x
Reseni: Pifklad lze Fesit i substituéni metodou. Uzitim metody per partes dostavame:
1 =z = = 1
/ DT e = 1 T | =In®z— / |
= — v =Inzx
x
odtud | .
/ BT e = -z +C.
2
7.3.3. Vypoctéte integral areeos f
\/>
Reseni:
u = arccos /T v = =
arccos f B VI | _ — 9y/Tarccos VT + /
\f W=—— v =2 V1i—z
2yxy/1 —x
=2 (Vzarccos vz — V1 —z) +C
7.3.4. Reste integraly:

a) /xsinxdw [~z cosx +sinz + C]
ze® dx [ze® —e® 4 C]

"
)/emcosxdm [Z(sinx+cos:ﬂ)+0]
/ il
2

e’ sinz dx [ (sinx —cosz) + C]
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7.3.5. a) /(x2 —z)cosx dx
b) /(m+2) 3 dx
c) /(3:2 —z—1)e 2 dz
d) /siandx
e) /a:sin2mda;
7.3.6. a) /lnx dz
Inx
In® z
c) / - dz
Inz>
V()
x

7.3.7. a) /arctgwdaz

b) /21’ arctg x dz

c) /arctg V2x —1dx

arcsin x

x
V1i+x

d)

7.4 Integrace racionalnich funkci

[(x2 — x)sinz + (22 — 1) cosz — 2sinz + C]
3% 3% 1

C
n3 ln23+

L L —l—C_
—r — =sin
23: 2s T COoST |
1 1 1
[43:2 — 5xsin2x — Zcost—i—C

[zlnz —z + C]

1
{— (nz+1)+C
x

1
[— (ln3x+3ln2x+6lnx+6) +C
X

1 21 2 1
[—111233— S e,
x x x |

1
[m arctg r — 5 In(z2+1)+C

[xzarctg r —x + arctg T + C}
1
[at arctg v2x — 1 — 5\/233 —1+C

[2\/1 + zarcsine — 4v1 — x—i—C}

Funkce se nazyva raciondlni lomend, je-li podilem dvou polynomt, tj.

Pp(z)  ama™ + ame1@™ 4 -+ aga? + a13 + ag

R(z)

(7.13)

T Qu(@)  bpa + by@n T by + by + by

kde a,, # 0, b, # 0. Plati-li pro stupné polynomu P,,(z) a Q,(x), ze m < n, pak se funkce
R(z) nazyva ryze lomenou racionalni funkei. Je-li m > n, funkci R(x) nazyvame neryze lomenou
racionalni funkci. Kazdou racionalni neryze lomenou funkci lze upravit na soucet polynomu a
racionalni ryze lomené funkce (¢dstecny podil dvou polynomu plus zbytek)

Qn () Q(x)”

kde polynom Pj(x) je stupné m; = m —n a polynom P, je stupné mg < n.

= Pi(z) + (7.14)

Obecny postup pii integraci racionalnich funkci:
e rozklad raciondlni neryze lomené funkce na ryze lomenou funkci a polynom délenim;

e Uplny rozklad polynomu Q(x) ve jmenovateli v redlném oboru;
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e rozklad raciondlni ryze lomené funkce na parcidlni zlomky, urc¢eni koeficientt (pocet koe-
ficientu je roven stupni polynomu Q(z), koeficienty musi byt urceny jednoznaé¢né);

e integrace polynomu a parcidlnich zlomkd.

v~ . , 5 2 8
7.4.1. Vypoctéte integral / <(:c — 2% + 2z —5)2 Tz x) da.

ResSeni: V integrandu jsou pouze ryze lomené funkce, integral vyresime piimym pouzitim
vzorcu a pomoci pravidla (7.7) o integraci slozené funkce, kde vnitini funkce je linedrni:

5 2 8 5 1 1
_ > - 84— .
/((w—2)98+(2x—5)2+4—$)dx T w_2% (@a_p omM-z+C

32z +1
7.4.2. Vypoctéte integrél / rosrtl dx.
z+4

Reseni: Integrand je neryze lomeng funkce, ¢ésteénym délenim snizime stupen Citatele
pod stupen jmenovatele, dostaneme soucet polynomu a ryze lomené funkce, ktery jiz
snadno zintegrujeme:

32z 41
ol e g O
T+ 4 T+ 4
3 _or+1 55 3
/Hi_dx:/ 22— 4z +14— d:c:x——2x2+14$—551n|x+4]+c.
r+4 r+4 3

Parcialni zlomky I. druhu

Provedeme-li tplny rozklad polynomu Q(z) v redlném oboru a dostaneme

Q(z) = ap (x — a)* - (z — a,)*, (7.15)

kde aq, ..., a, jsou redlné kofeny polynomu Q(z) a ki, ..., k, jejich ndsobnosti, pak existuje
jednoznaény rozklad ryze lomené funkce na parcialni zlomky:

Py(x A A A A A A
2(2) _ An n 12 - 1k1k L An 22 24_“._’_#@/&
Q) z—a  (v—a) (x—a1)™ T—a2 (xr—ag) (x — ag)™
rl r2 rky
Ho ot + s+t -

zzji iggﬁLf, (7.16)

kde A;; jsou jednoznacné urcitelné konstanty.

Zlomky typu se nazyvaji parcialni zlomky I. druhu. Ze znalosti zédkladnich vzorcu pro

(x — a)k
integrovani vime, ze plati
A
E=1: / de =Aln|z —al]+C (7.17)
r—a
A —A
k>1: —dz = C 7.18
R e L e T = (7.18)
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U slozitejsich piikladu identitu (7.16) ndsobime spoletnym jmenovatelem a ziskdme rovnici, ze
které porovnanim koeficientu u stejnych mocnin & dostaneme soustavu (ki + - - - + k) linedrnich
nezavislych rovnic pro (ki +-- -+ k) konstant A;;. Tim je integrace funkce (7.13) pfevedena na
integraci Pj(x) a parcidlnich zlomku (viz fesené piiklady).

7.4.3.

7.4.4.

x + 20
Vypoctéte integrdl | ——— dz.
ypoctéte integra /a:3—2a:2—8x x

Reseni: Funkce v integrandu je ryze lomens. Rozklad jmenovatele v redlném oboru:
23— 222 — 8x = x(2? — 22— 8) = a(x + 2)(z — 4).
Podle (7.16) provedeme rozklad ryze lomené funkce na parcialni zlomky:

x+20 A B c

r(r+2)(xr—4) x—l—2+;+a}—4'

Ziskanou rovnici vynasobime spoleénym jmenovatelem z(x + 2)(x — 4) a dostaneme:
r+20=Ax(x —4)+ Bz + 2)(x — 4) + Cz(x + 2).

Porovnanim koeficientu u stejnych mocnin z dostaneme soustavu tif rovnic pro hledané
konstanty A, B, C:

0=A+B+C
1=—-224+B-C)
20 = —8B,

soustava ma jediné feseni A = 3/2, B = —5/2, C' = 1. Proto

x + 20 1 3 5 2
= dx=- - = d
/:c3—2:c2—8:c B 2/<$+2 x+x—4> v

1
:5(3ln|x+2|—51n|x\+2ln\af—4\)+C1

1 Clz+2)3x — 4)?
2 xb

2
T 1
Vypoctéte integral / 2; dz.
x4 —4
Reseni: Integrand je neryze lomend funkce, upravime jej a provedeme rozklad na parcialni
zlomky:

241 2?4
"+l _ =z +5:1+ 5 14 5
x? —4 x?—4 x? —4 (x4 2)(x—2)

) A B

(x +2)(z —2) _CE+2+£L‘72'

Vynéasobenim spoleénym jmenovatelem ziskame rovnici:
5=A(x —2)+ B(z+2),

porovnanim koeficientu u stejnych mocnin z dostaneme soustavu dvou rovnic pro hledané
konstanty A a B:

5=2(B - A)
0=A+ B,
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tato soustava ma jediné feseni A = —5/4 a B =5/4, a tedy:
w2 +1 5 5
——dzx = 1-— d
/x2—4 v /( A(z +2) +4(a:—2)> v
5 5 5 |xz—2
=x—-1 2|+ -1 -2 = -1 :
x 4n\x—|—\+4n\x |+C x+4nm+2’+C
7.4.5. Vypoététe int ’1/ =35 +2
4.5. oCtéte integra —_—
P HHtest 3 +212 +x
Reseni: Integrand je ryze lomend funkce, provedeme tplny rozklad jmenovatele
23 4222 o = x(x +1)%
podle (7.16) rozlozime ryze lomenou funkei na parcidlni zlomky:
*-3z+2 A B C
7 = 1 + 2
z(z+1) r z+4+1 (z+1)
Vynésobenim spoleénym jmenovatelem ziskame rovnici
22 —3x+2=A(x+1)?+Bz(z+1)+Cx
a porovnanim koeficientu dostaneme soustavu rovnic
1=A+B
—-3=2A+B+C
2=A,
kterd ma jediné feseni A =2, B = —1, C' = —6, tedy:
/ z? — 3z +2 d / 2 1 6 q
- dz = - — — x
3 +222+ r z+4+1 (z+41)2
6 2 6
=2Infz|-Injz+1|+ —+C= S +C.
r+1 |ﬂs +1]  x+1
7.4.6. Vypoctéte integraly:
a) [ ——d [ — In Cla + 1]
T z —InClzx
z+1
4 4 2
b)/xg:_2dx %—%—1—23} —8x+161n\x+2\+c]
2z —1
c dx InC(x — 4)(z + 3)]
) /(ar—4)(x+3) [In C( )
z+1
x
e) /:U2—|—5x—|—6 In(z + 3)* — In(z +2)* + In C]
x 1/4 1
f ——d In|z —2 1
)/2w2—3w—2 v [2( e =2+ gl D ]
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Parcialni zlomky II. druhu

Mz + N

Jedné; Se O typ m,

kde kvadraticky trojélen 22 + px 4 ¢ nema4 koteny v R, takze jej

nelze rozlozit na sou¢in kofenovych ¢initelu (z — z1)(z — x2) s redlnymi 1, xo (diskriminant je

zaporny). Pro citatele plati

Mz + N =

M M
M o)+ -2

2

existuje tedy jedine¢ny rozklad ryze lomené funkce na parcidlni zlomky:

Mz + N
(22 + pz + )

_i(

=1

C(2x+p)+ D,

M;z+ N; z’“: (22 +p) + D;
22 + pxr +q)°

2
prt (x? + pr +

q)" "’

kde M;, N;, resp. C; a D;, jsou konstanty. Pro k£ = 1 pii integraci dostaneme:

(7.19)

(7.20)

Mz + N

22 +pr+q

2 D
:/f(f”p) dx+/2 dz
x4+ pxr +q x4+ pxr+

q

(7.21)

Vidime, ze u prvniho integralu je v Citateli derivace jmenovatele, snadno jej tedy vypocteme
pomoci pravidla (7.6). Pfi vypoc¢tu druhého integrilu ¢asto pouzijeme proceduru ,doplnéni na
¢tverec“, kterd pro k = 1 vede na arctg x (viz feSené piiklady).

V redlném oboru lze tedy polynom Q(z) obecné rozlozit do tvaru

Q(x) = by (v — al)kl (- ar)kr

. (:B2 +pix + ql)ll

) (1'2 + psT + QS)ZS ’

(7.22)

kde ay, ..., a, jsou redlné kofeny polynomu Q(z), k1, ..., k, jejich ndsobnosti, (x2 +pjr+ Qj),
kde 1 < j < s, jsou kvadratické trojéleny, které jiz nejsou v realném oboru dale rozlozitelné, a
l1, ...l jsou jejich nasobnosti. Pak existuje jednoznaény rozklad ryze lomené funkce na parcidlni
zlomKky:
ki
IL' : A aﬁ T+ Naﬂ
ZZ ZZ 7.23)
_ 2 8" (

(x) po et (x — a;) P (22 + pat + qo)

7.4.7. Vypoctéte int ’1/ L d
octéte integrdl [ ——— dux.
yp & 22 —2x+3

Reseni: Zde staci upravit jmenovatele pouzitim procedury ,,doplnéni na ¢tverec*:

/ 1
2 -2+ 3

7.4.8. Vypoctéte integrél/

4

3 —1

dx =

dzx.

I |
22142 (x —

1)2 42

1 2
dzr = [ arctg

1
2/@;)2“ :

1

1
Tt
V2

dx

Reseni: Integrand je neryze lomena funkce. Caste¢nym délenim ji upravime na soucet
polynomu a racionélni ryze lomené funkce:

6z

3 —1

= 6z +

6x

(z—1D)(22+x+1)"
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7.4.9.

Podle vztahu (7.21) provedeme rozklad na parcidlni zlomky

6x A B2x+1)+C

(x—1)(x*+z+1) z-1 ?+r+1

Vynésobenim spoleénym jmenovatelem (z — 1)(z? + = + 1) dostaneme:

6 =A(x*+x+1)+ B2z +1)(z—1)+C(z —1)
6x=(A+2B)2*+(A-B+C)x+A—-B-C,

porovnanim koeficientt u stejnych mocnin x ziskdme soustavu rovnic

0=A+2B
6=A—-B+C
0=A-B-C,

jez mé jediné feSeni A =2, B = —1, C = 3. Tedy

6z 2 2z +1 3
3 dz = 6x + - — + 3 dx
z° =1 r—1 z°4+zx+1 ($+%) +%

=322 4+ 2z — 1| —In(z® +2+1) +3

4 +3

13 arctg x\/; +C
1

z+1

V3

:3ﬁ%4nﬁ—2x+l

2
— + 2V 3 arct
x2+x+1+ V3 arctg

+ C.

1 dx.

Reseni: Integrand je ryze lomend funkce, provedeme tplny rozklad jmenovatele

8
Vypoctéte integral / 7 <
4 —

x4—1:(:1:2—1) (x2—|—1):(ﬂ:+1)(x—1)(x2+1),

podle (7.16) a (7.20) rozlozime ryze lomenou funkci na parcidlni zlomky; ve jmenovateli
se vyskytuje také netplny nerozlozitelny kvadrét (x2 + 1), tj. v (7.19) je p = 0, proto ma
Cx+ D

parcialni zlomek II. druhu nyni tvar m

8z _ A B CaiD
(x+1D)(z—-1)(z2+1) x+1 z-1 (22+1)

tuto identitu vyndsobime spoleénym jmenovatelem a ziskdme rovnici
8z =A(x—1) (2 +1) + Bz + 1) (2* + 1) + (Cz + D) (2* — 1),

porovnanim koeficienti dostaneme soustavu ¢ty rovnic o ¢tyfech nezndmych

0=A+B+C
0=—A+B+D
8=A+B-C

0=-A+B-D,
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kterou feSime napf. Gaussovou eliminacéni metodou a ziskdme feSeni A = 2, B = 2,
C=—-4,D =0, tedy:

/8xdx_/2+2_4x "
s z+1 -1 (22+41)

:2ln|x—|—1|—|—2ln|m—1—2/

2x
m dl"“Cl

:ln(xQ—l)Q—an(:UQ—i—l)—I—nglﬂC G AN
x24+1)

7.4.10. Vypoctéte integrély:

3z — 2 3, 5 e+l ]
5—3x 3 9 4 x—3 1
dx 1 1
C) /:1;‘44_:132 [—x—arctgx—i-c_
28 +2 3 2 1
d) /Mdm [B—x—x—arCtgx‘i‘C-
dz 1 1+ 1 )

e) 5 5 —InC —
(1+2)%(1+2?) 2 Vitz2| 201+z))

7.5 Integrace goniometrickych funkci

Pii integraci goniometrickych funkei pouzivame nejéastéji ndsledujici metody (ozna¢me R(x,y, . . .)
racionalni funkei svych argumentu, m, n jsou celd ¢isla):

1. / sin™ x cos™ x dx se Fes{ témito zpusoby:

a) pro m liché substituci cosx = t,
b) pro n liché substituci sinz = t,

¢) pro m, n sudd vyuzitim znamych identit (7.26) — (7.35).

2. /f(a:v +0b) g(cx + d) dz, kde f(t) a g(t) znaci sint nebo cost, se fesi pouzitim souctovych

vzorcu.
3. [ R(sinx,cosz)dx fesime pomoci tzv. univerzalni goniometrické substituce tgg =t (viz
dale), pak
_ 2t 1—12 2dt
Slnl’zm, COSJ::W’ dx:m (724)

4. / R (sin2 z, cos’ z, tg x) dx prevadime na integraci raciondlni funkce substituci tg x = t, pak

t? 1 dt
9o 2 . _ _
sin“z = COSTT =g dx—1+t2. (7.25)
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sin?z 4 cos?z =1 (7.26)
sin? g + cos? g =1 (7.27)
.9 X 1—cosx (7.32)
sin“~ = ——— )
sin 2z = 2sin z cos (7.28) 2 2
. 1 —cos2x
sinz = 2sin — cos - (7.29) sinx = ———~ (7.33)
2 2 2
cos 2z = cos® x — sin® z (7.30) cos> g _1+ ;OS@" (7.34)
2T 2T
COS T = COS 5 sin 5 (7.31) o — 14+ CQOS 20 (7.35)

tg 2
7.5.1. Vypoctéte integrél/co R
sin 2x

Reseni: Stacl provést tipravu integrandu, pii které pouzijeme vztahy (7.28) a (7.30):

dx.

cotg 2z cos2x cos?z —sin z 1 1 1
sin2r  sin?2z  4sin?zcos2z 4 \sin’z  cos?x
proto
cotg 2x 1 1 1 1 1
dor = - —— — ——— ) dz = —=(cot t C=- C,
/sin21‘ v 4/<sin2x 6052x> v ZL(COg%jL gx)+ 251n2:n+

samoziejmé pro x # k5, k € Zo.

7.5.2. Vypoctéte integral /sin2 z cos’ z dz.

Reseni: Pfevedenim na goniometrické funkce dvojnasobného argumentu (viz vzorce (7.28),
(7.30), (7.32)) dostaneme:

1 1 1 1
/siancos2xdx: 4/sin22xdx: 8/(1—cos4x)dx: 3 <:U—4s1n4a:) +C

1
= 3 (ac —sin:zcos3:c+sin3xcosx) + C.

7.5.3. Pomoci zdkladnich pravidel a vzorcu (7.26) — (7.35) vypoctéte integraly:

1
SN~ X CoS
/51n2x [tg z —z + C]
COS
/tg x dx [tg x —x + C]

/cotg x dx [—cotg x — x + C]
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2
7.5.4. a) /de

cosx — sinx

cos 2%
SN~ xr Cos“ x

c) /sinxcosxdx
2 2

d) /< T in£>2d
cos 5 —sing ) do

7.5.5.

c) /sin2:c dz

d) /00821' dz

x
Univerzalni goniometricka substituce tg 5= t

[sinxz — cosx + C]
[—cotg x — tg x + C]
[;cosz: + C}

[ + cosx + C]

) B}
[§—2sinx+C

) :
[x—l—sinx—i—C

2 " 2 |
) :
[3 — §sin1:cosx+C_

2

z 1 . |
[+2smxcosx+C

Integraly typu / R (sinz,cosz)dx, kde funkce sinz, cosz jsou v prvni mocniné, prevadime

pomoci tzv. univerzalni goniometrické substituce tg 5= t na integraci racionalni funkce.

Odvozeni:
tg = =t
g 5~
1+£ ¢ r_ arctg t
2
x x =2arctgt
2 i )
d p—
! Ty
dx

7.5.6. Vypoctéte integral .
YPOCLELe Hitegta /cosa: —2sinx + 3

. t
sm2— =
T 1
0052— e
sinx:2sin§cos§: 2t
2 2 1+ t2
cosur:zcosQE—sirFf:l_t2
2 2 1+ t2

SR Cers . 1. . c 1 . €
ResSeni: Pouzitim univerzalni goniometrické substituce tg 5= t dostaneme:

2dt

cosx —2sinz+3 ) 1=t2 _ 4t a3 [ 1424t 43+ 3t2

14+¢2 1412

dt x
:/(t_l)z_i_l:arctg(t—l)—i—C:arctg (tg§—1>+C.

7.5.7. Vypoctéte integral /cosx dzx.
cosr — 1
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Reseni: Integrédl prevedeme univerzalni goniometrickou substituci na integrél racionalni
ryze lomené funkce, ktery vypocteme pomoci rozkladu na parcialni zlomky:

1—¢2 2
coS T 1z 2dt / t-—1 / A B Ct+D
——dx = = - dt = — 4+ =+ ——-|dt
/cosx—l v /H?g 1+¢2 t2(1 + ¢2) et 1+¢2
2 1 1 T
:/<1+tz_t2> dt:2arctgt+¥+C:x+cotg§+C.
Ci , 1—sinz
7.5.8. Vypoctéte integral | ——— dx.
cos T
Reseni: Pouzitim univerzalni goniometrické substituce dostaneme:
1—si l-Z5 2at 1—1t)? 1—t
/ Sm":dx:/ oL :2/ 2( ) 2dt:2/2 dt
cos x ﬁ 241 24+ 1)1 —12) 2+ 1)(1+1)

A Bt+C 1 t
-2 dt =2 —— + ——— | dt
/<1+t+ t2+1> /<1+t+t2+1>

2
:ln(1+t)2+ln(t2+1)+C:ln(1+tgg) +ln<tg2§+1)+0.

7.5.9. Pomoci univerzalni goniometrické substituce feste integraly:

e~ e 5] +]
3+tg 2

S e it

c) /5—(;&205:5 B arctg <2 tg g) +C_

d) /smix—Q [—2\3/5 arctg <2tg\/§§_1> —|—C—

7.6 Integrace iracionalnich funkci

Integraly iraciondlnich funkci se zpravidla fesi pfevedenim na integraly racionédlni lomené funkce
pomoci vhodné substituce. Ozna¢me R(x,u,v,t...) racionalni funkci svych argumentu.

1. Jsou-li m, n pfirozend ¢&isla, a, b, ¢, d redlna ¢isla, ad — be # 0, pak integraly typu

/ b / b
a) /R ( b fodn ) do fesime substituci 7/ o t;
cx +d cr +d
b) /R 1/ ar’ 0 "1 dx fesfme substituc %/ art b _ t.
cx" +d cx" +d

2. Integraly /R (av, vVazr?+ bx + C) dzx fteSime tzv. Eulerovymi substitucemsi:

a) je-li a > 0, pouzijeme substituce v/ az? +bx +c=t+zva;

b) je-li D = b>—4ac > 0, pak vV ax? + bx + ¢ = \a(z — 21)(x — x2) = |z — 22|
déle viz bod 1.;

a(x — xy)
T —x9
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c) je-li ¢ > 0, pouzijeme substituce Vax? + bx +c =zt ++/c.

Neékdy lze vyhodné pouzit i goniometrické substituce.

dx
2+2)VI+az
Reseni: Zvolime substituci v/1 + 2 =t (viz bod 1a):

/ dz Clte= = =1 _/ ot dt _2/ dt
@+a)Vite dp=2tdt | J 1@+ ) 41

=2arctgt+ C=2arctgv1+z+ C.

7.6.1. Vypoctéte integrél/

dx

x(1+ Vz)
Reseni: Podle bodu (1a) zvolime substituci /x = ¢, pii vypoctu pouzijeme rozklad ryze
lomené funkce na parcidlni zlomky:

/ de | x=# _/ 3t% dt _3/ dt
c(1+Yx)  |qp=32aqr| J B2+t t(1+1)

A B 1 1
_3/<t+1+t>dt_3/<t_l+t>dt_

=3ln|t|-3In|l+¢[+C;=InC

7.6.2. Vypoctéte integrél/

dx
7.6.3. Vypoctéte integral [ ————.

P & / N
Reseni: Integrand lze psit ve tvaru R (¥/z). Podle bodu (1a) zvolime substituci ¥z = t,
dostaneme raciondlni neryze lomenou funkci, kterou upravime ¢astecnym délenim na
soucet polynomu a racionalni ryze lomené funkce a zintegrujeme:

dz z =1t /6755 dt / ¢3 ( 1
L = [ —=6 dt:6/ t2+t+1+)dt

/\F—\% de — 665 dt B2 t—1 t—1
— 203 4312+ 6t +6In|t — 1|+ C =2z + 3z +6Vz +In (Yz—1)° +C.

1—
7.6.4. Vypoctéte integrél/w v dz.
1+=z

Reseni: Integrand je definovan v intervalu (—1;1). Pouzijeme napi. substituci = cost,
te (0;m):

/\/md / 1—2 d T = cost /1—cost it de

—dr= | ———=dz = =— | ———sin

L+z V19— a2 dr = —sint dt sin ¢

sint =1 —cos?t
=1 — 22

:/(cost—l)dtzsint—t—i—C:

=+/1— 22 —arccosz + C.
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dx
Va2 +4r — 4

Reseni: Pouzijeme Eulerovu substituci (viz bod 2a)

Vat4+de —4=t—zx
2 42 2
' +4dr—4=t"—-2tr+=x
t* +4 . Vo iin_d 4t —4
r= x rT—4=——
22+ 1) 2(2+1)
t2 4+ 4t —4
de = —————
2(2+1)2

7.6.5. Vypoctéte integrél/

dt

a dostaneme:

/ dx _/2(2+t) 212+t) t*+4t—4 _/ 2
ovZ+dr—4 ) 244 2+4-4 22412 ) 2+4
1 dt t Va2 +4x —4
:2/t2:arctg2+C:arctg $+:2B +£+C
(3)"+1
7.6.6. Vypottéte inte al/ v dr
integr .
P 8 (z+1)V1 -z — a2
Reseni: Podle (2¢) volime Eulerovu substituci ve tvaru:
Vi—x—a22=at—1
l—z—a? =2 -2zt +1
2t —1 ?—t—1
S = Vl-z-22=-—_"""
T e T T ey
C2(14t—1?)
(1+12)°

dosadime, upravime integrand a pii vypoctu integrdlu pouzijeme rozklad ryze lomené
funkce na parcidlni zlomky:

/ z dz (2t —1 241 241 2(1+t—+t%)
@+OVI—z—22 J 2+1 2+2t 2—t—-1 (142

_/ 2 — 4t dt_/ é+ B +Ct+D &
) @22 +1) t o t+2 241

11 2
(- )dt=1
/(t t+2 t2+1> "

t
t+2' — 2arctgt + C

1+V1—2— 22 1+V1—2— 22
=1In — 2arctg + C.
‘1+2x+\/1—w—x2‘ z
7.6.7. Vypoctéte integraly:
da: 4
27 — In (2 C]
a)/2—|—\/5 {f n(24vz) +
ve+1+1
b —— dzx 4dIn|ve+1—-1|+4vVz+1+z+1+C
) Vr+1-1 [41n] | )

c) / = [ln(l — x7%)6 6276 + 3275 + 2072 + C]
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7.7 Urcity Riemannuv integral

Necht je funkce f(z) spojitd na intervalu (a;b). Graf této funkce spolu s pifmkami o rovnicich
x = a, x = b a osou x vymezi v soufadnicové roviné xy rovinny utvar (viz obr. 7.1). Délme
interval (a;b) délicimi body zg, x1, =2, ..., x, na n ¢asteénych intervalu Az; = x;41 — x;, které
nemusi mit stejnou délku. Pak plati

Aa:l—l—Axg—i---‘—i—Amn:ZAxi:b—a. (7.36)
=1

V kazdém z téchto ¢astecnych intervalu zvolme libovolny bod &; (i = 1,...,n) tak, aby platilo
xi—1 < & < x, a uréeme jeho funkéni hodnotu f(&;). Nyni utvorme soucty soucinu

F(&) Az + f(&2) Az + - + f(&n) Az =Y F(&) A, (7.37)

=1

tento vztah se nazyva integrdlni soucet prislusny funkci f(z) a danému déleni. Je-li f(z) > 0 na
(a; b), 1ze integrélni soucty znazornit jako obsah obrazce slozeného z obdélniku o délce stran f(§;)
a Az;. Budeme-li déle zjemnovat déleni intervalu (a;b) (tj. zvétSovat bez omezeni pocet délicich
bodu z;, a tedy i ¢dsteénych intervali Az;, n — o0) a vytvoiime-li nekone¢nou posloupnost
integralnich souctu (7.37), pak uréity Riemannuv integrdl spojité funkce f(x) na intervalu (a;b)
definujeme jako limitu posloupnosti téchto integralnich soucti

n b
I > f€)an = [ flz) (7.39)
i=1 o

kde a je dolni mez a b je horni mez urcitého integralu. Plati, ze kazd4 ohranic¢end funkce po
¢astech spojitd (s koneénym poétem bodu nespojitosti) na (a;b) je na tomto intervalu inte-
grovatelna.

x=a x=bl/y=

f(&)

Xo=a X3 X X & Xiz1 X =D

Obr. 7.1: K definici urc¢itého integralu — vypocet obsahu pomoci prouzki.
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Newtontv—Liebnitziv vzorec pro vypocet urcitého integralu

Je-li F(z) libovolnou primitivni funkei k funkei f(z) spojité na (a;b), potom plati

/f(a:) dz = [F(z)], = F(b) — F(a). (7.39)

3/bf dx—/f d:n—i—/f()da:, je-lia<ec<b

c

N
Se—_

kf ) dx = k:/f dzx, kde k je konstanta

b

) + fo(z -+fn(w)]dx=/bf1(:v> dx+/f ) dz + - /fn

a

\@

=v = /f(x) dz  je stfedni hodnota funkce f(z) na intervalu (a;b)

7. Pii vypocétu muzeme s vyhodou vyuzit také specidlnich vlastnosti integrované funkce, je-li:

a) f(x) lichd pro —a < z < a, pak /f(a;) dz =0

b) f(x) sudd pro —a < x < a, pak/f x—2/f

¢) f(z) periodickd s periodou p, f(z + p) = f(z) pro vSechna redlnd z, k € Z, a € R, pak

a+k-p a+p

/ f(x)dx:k/f(:z:)dx:k/pf(a:)dx
a 0

a
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N
NIENE
NI

Yy = COS X
X
. \ | /\ | /‘ X
-2n —37 - —'2—( Al WT” 2n

X=a

Obr. 7.2: K piikladim 7.7.1. — 7.7.4.

7.7.1. Podle definice uré¢itého integralu (7.38) vypoctéte obsah rovinného obrazce, ktery je
ohranicen kiivkou y = 22 a pifmkami o rovnicich y = 0, z = a, kde a > 0 (viz obr. 7.2).
Reseni: Rozdélime interval (0;a) na n stejnych intervali, délka kazdého ¢dstecného in-
tervalu tedy bude

Ar=2
n
a délici body budou
x9 =0, xlzg, x2:2g, e xn_lz(n—l)g, Ty = a.
n n
Uréime funkéni hodnoty v téchto bodech:
a\3 a\3 a\ 3
Yo = 0, Yy = (*) , Yo = 8 (—) sty Yp—1 = (n — 1)3 (—) ,  UYn = CL3.
n n n

Dostali jsme tak sadu obdélnikovych prouzku, jejichz celkovy obsah predstavuje hruby
odhad obsahu hledaného obrazce, ktery lze zptesnit, budeme-li déleni intervalu (0; a) dale
zjemnovat. Pro n — oo plati, ze hledany obsah P rovinného obrazce vypocteme jako
limitu posloupnosti integrélnich sou¢tu (viz definice urcitého integralu 7.38)

P = lim s,, kde Sn = yY1Ax + ypAr + -+ ypAr = Azx(yr + - + yn)

N—00
3 3 2 2
:g%(1+23+...+n3):a’a <n(n_{—)> ,

nn nn3 2
a tedy
. a* n* + 4n3 + 4n? a?
P=lm ——m"——— = —.
n=co n 4 4

Ke stejnému vysledku dojdeme mnohem rychleji, pouzijeme-li Newtonuv—Liebnitzuv vzorec
(7.39) pro vypocet ur¢itého integralu:

a

47a 4 4
P = lim sn:/a:?’dx: [Z] :a——():a—.

n—oo

0
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6
7.7.2. Vypoctéte /sinx dzx.
0
Reseni: Integral vypocteme bud podle Newtonovy-Liebnitzovy formule (7.39):
67
/sinx dz = —[cosaﬁ]gTr = —(cos6m —cos0) — (1 — 1) =0,
0
nebo vyuzitim toho, ze y = sinz je funkce periodickd s periodou 27, pak podle pravidla
(7c) dostaneme:
67 3-2m 27
/smwdx /81nxdx—3/sinxdm:3-0:0,
0
nebot integrél funkce y = sinx pres periodu 27 je vzdy roven nule (viz obr. 7.2).
7r
7.7.3. Vypoctéte /sinq: dz.
-
Reseni: Integrand y = sinz je lich4 funkce, pouzitim pravidla (7a) snadno urcime, ze
T
/ sinz dx = 0.
-
7.7.4. Vypoctéte [ cosx dx.

7.7.5. Podle Newtonovy-Liebnitzovy formule (7.39) urcete /

|
M\Z‘\_,w\ﬁ

Reseni: Funkce y = cosz je sudd, podle pravidla (7b) dostaneme (viz obr. 7.2):

cosr dxr =

—
\o

cosx d:):—l—/cos:r dx
0

wlA
INIE]

[=JVTE

2/cosxdx—2 sin z] :Q(Sing—sin0> =2(1-0) =
0

-1

dzx
(b 4+ 11)5
=2

Reseni: Funkee je definovand pro z € (—oo; —%) U ( 151, oo), na tomto intervalu je

/ dx . 1 e
(5bz +11)>  20(5x + 11)4
a(—=2;—1) C (—%;oo), podle (7.39) tedy dostavame:
dx 1 1 1 1 259
2 = (1 =) = 222 = 0.049961
/(Sx—i— 115~ 20 [(5x+11)4]2 20 ( 64) 5184
2

—1 1
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7.7.6. Podle Newtonovy—Leibnitzovy formule (7.39) vypoctéte integraly:
2
a) /:E3 dzx 0]
-2
h 21
b) /(Bx—ll) dz [—2
/ J
2 .
c) /(w2—3m+2) dz [_6
/ J
1 17
d —d In -
[ 8
4
3 -
5 95
e) (\/E—F\/?)x)dx Z\/§+6
, ]
1
f) / (e +1)% ¥ dz [91.96]
0
7.7.7. a) /sinx dz 2]
0
2m
b) /sinx dz 0]
0
c) /cosac dz [0]
0
bl L+ cos?
cos” x T
d d 2——
) / sin? v [ 4
%
e) /cos2 T dx [E_
2 2]
0
i d
x (i
) / 1+ 22 [Z-
0

Reseni urcitého integralu substituéni metodou

a) Substituéni metoda I

Je-li funkee f(z) = ¢'(z) g [p(z)] integrovatelnd na (a;b) a funkce u = p(z) spojita a ryze
monoténni na intervalu (a; b), pak plati

(7.40)
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Jsou-li meze integralu z funkce f(z) a a b, pak budou meze integrélu z funkce g(u) urceny
substitucni rovnici u = p(z), tj. u(a) = p(a), u(b) = ¢(b). Srovnejte s (7.9) v kapitole 7.2.

b) Substituéni metoda II

Je-li funkce = = 1(z) spojitd a ryze monoténni na intervalu (z(a); z(b)), potom plati

b z(b) 2(b)
/ f(z) dw = / F ()] (=) dz = / o(2) dz, (7.41)
a z(a) z(a)

kde z(a) = ¥ ~1(a), z(b) = ¢~ 1(b). Srovnejte s (7.10) v kapitole 7.2.

l1+Inx
x

dx.

7.7.8. Vypoctéte /
1

Reseni: Zvolime substituci « = In 2 (nebo v = 1+In z), pti vypoctu nesmime zapomenout
na zménu mezi urcitého integralu:

u=Inx
e 1 1
141 du = = dx 27! 1 3
/ +n$dx: x :/(l—i—u)du:[u—i—?;] :1—1—5—0:5.
1 z up =Inl=0 4 0
upy =lne=1

T
7.7.9. Vypoctéte / sin® z dz.
0
Reseni: Integrand nejprve upravime a zvolfme substituci u = cos z, pii vypoctu pouzijeme
pravidlo (2) o vyméné mez{ urcitého integrélu, pti které se jeho hodnota zméni na opac¢nou:

U = COS X
™ ™ d . d -1
u = —sinz dz
/sin?’;rd:v:/sin:v(l—COSQx)dx: :—/(1—u2)du
up =cos0=1

0 0

Uy =cosmw = —1

1
371
1 1 4
Z/(l—u2)du: {u—u :1——(—1+):.
3], 3 3) 3
—1

7.7.10. Vhodnou substituci vypoctéte:

1

a) /\/ﬁdm [\[—;
0
3

b) /sin2xcosx dz B
0
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cos2x dx —

)

. O\Na
N | =

2 -
4
d) / Vecosx — cosd x dz =

_3_
-3
In2
e) /\/ex—ldx‘ [2—%
/ J
4 4 )
x
f i 24 1n=
)/1+\/2$+1 [—1—112—
0

Reseni uréitého integralu metodou per partes

Je-li funkce f(z) = u(x) - v'(z) integrovatelnd na intervalu (a;b), pak je integrovatelnd i funkce
u'(z) - v(z) na (a;b) a plati

b
/u(x) ' (z) do = {u(:n) . U(:U)r - /u'(:c) <v(x) de. (7.42)

Srovnejte se vztahem (7.11) v kapitole 7.3.

1
7.7.11. Vypoctéte /a: e ¥ dux.
0

Reseni: Uzitim vztahu (7.42) dostaneme:

jwe_x dz=|" " Ve = [x(—e)_xr—/l(—e)_mdx
0 0

=1 v =-e? 0
! 1 1
:[53(—‘3) z} +[—e_x} I——0+<—>+1=—+1
0 0 e

7.7.12. Metodou per partes Feste urcité integraly:

a) /lzn e’ dz [1]
0
e—1

b) O/ In(z + 1) dz [1]
2

c) 1/(2x+3)ln33d1: [1011&22}

d) /stinx dz [1]
0
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3
T
e) /xcosxdx {5—1]
0
%
f) /COS2J} dx [g]
0
g) /sinzx dz [g]
0
1
h) / arccos z dz [7]
“1

7.8 Geometrické aplikace urcitého integralu

Obsah rovinného obrazce

Jsou-li f(z) a g(z) spojité nezdporné funkce na intervalu (a;b) a plati-li g(z) < f(z) pro vsechna
€ (a;b), pak obsah obrazce omezeného grafy funkei f(z) a g(x) a piimkami z =a ax =10 je

P / f(2) - g(a)]de. (7.43)

a

Je-li funkce zadand parametricky, tj. x = ¢(t), y = ¥(t), kde t je parametr, pak se pro vypocet
obsahu rovinného obrazce pouzije vztah

B
1 . )
P=3 [ i - vwiw]. (7.44)
7.8.1. Urcete obsah rovinného obrazce omezeného osou z, svislymi pfimkami x = -2 ax =5 a

grafem funkce y = f(z) = (z — 2) — 4.

Reseni: Obrazec je znazornén na obr. 7.3. Protoze jsou funkéni hodnoty funkce f(z)
na podintervalu (0;4) zdporné, budou odpovidajici ,,prouzky“ v integralnich souétech
prispivat rovnéz zapornymi hodnotami. Obsah obrazce je vsak vzdy kladny, proto je
tfeba jej pocitat takto:

0 4 5
P:/ﬂx—m2 /‘m—Q dx+/f@—2ﬁ—ﬂdx
—2 0 4

0

4 5
:/(x2—4x x + /ﬂs — 4x) +/(a:2—49:)da:
0 4

1 4
[m3 — 2m2]
3 0

Kdybychom pocitali jen integral v mezich a = —2, b = 5, dostali bychom

fre-s-aw oo -2~ () -1

1 > 32 32 7 11
—|—|:3{E3—2{E2:| ==+ =+ -=—=.

1 0
3 2
=|zz —Qx} +
[ 9 4 3 3 3 3
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Obr. 7.3: K pitkladam 7.8.1. a 7.8.2.

Obecny vyraz pro obsah obrazce muze byt zapsan i zjednodusené ve tvaru

b 5
= X €r = XTr — 2— X
P—a/w )d _l\( 2)2 — 4] dr,

pii vlastnim vypoctu se vSak tak jako tak nevyhneme rozdéleni integrac¢niho oboru na
podintervaly, v nichz funkce neméni znaménko.

xT

1
7.8.2. Uréete obsah obrazce, ktery je omezen grafy funkci y = f(z) = 2%,y = g(x) = =, y = —e
x
a piimkami z = 0 a z = 2 (viz obr. 7.3).

Reseni: Pii vypoétu vyuzijeme jednu ze zdkladnich vlastnosti uréitého integralu, a to
jeho aditivitu:

b c b
/f(x) dw:/f(x) dx—i—/f(:n) dz, jeli a<c<b,

a ddle vztah (7.43), dostaneme:

1

P=P +P= / (2% — (—e")] dz +/2 B - (eﬂf)} dz
0 1

1 ! 1 2
= [BxS—i—ex] + [lnx—i—ex]f:§+e—1+1n2+ez—e:e2+ln2—§.
0

7.8.3. Urcete obsah obrazce, ktery je ohrani¢en osou = a cykloidou, kterd je dana parametricky

rovnici

x = a(t —sint)
y =a(l —cost), te(0;2m), a > 0.
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Reseni: Vyjdeme ze vztahu (7.44). Koncové body oblouku cykloidy (obdrzime je pro
t =0, t = 27) lezi na ose x, proto:
2w 2w
P = /a (1 —cost)a(l —cost)dt = a? / (1 —cost)®dt
0 0
2m 2w
1 2t
= a2/ (1 — QCost—i—cosgt) dt = a2/ <1 — 2cost + +C208> dt = 3ma’.
0
Také muzeme pouzit pfimo vztah (7.43), kde dz = a (1 — cost) dt, pak:
2ma 2
P = /ydx = a2/(1 — cost)? dt.
0 0
7.8.4. Pro z € (0; ) vypoctéte obsah plochy pod grafem funkce:
a) y=sin’x [7/2]
b) y =sinz 2]
7.8.5. Vypocitejte obsah rovinného obrazce, ktery je ohrani¢en zadanymi kiivkami:
a)y:mS,m:Q,y—O [4]
by y=a?-2z, y==z [4.5]
c)y=a2>—-3x+2, y=0 [1/6]
d) y=a* z=y° [1/3]
e) y=x, y=x +sin®z, 2 =0, z =7 [7/2]
7.8.6. Vypoctéte pomoci integralu obsah kruhu o poloméru r:
T =rcost
y=rsint, te (0;2m) [77?]
7.8.7. Urcete obsah obrazce ohrani¢eného kiivkami:

a) r=acos’t
y=asin®t (a>0) [3ma” /8]

b) x =acost
y="bsint (a>0, b>0) [rab]

Objem rotac¢niho télesa

Objem rotacéniho télesa, které je omezeno plochou vzniklou rotaci grafu funkce f(x) spojité na
intervalu (a; b)

a) kolem osy x:

b
Ve / [12(2) - ¢°(2)] da, (7.45)
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b) kolem osy y:

b
V= 2%/:6[]”(95) —g(z)] dz. (7.46)

Je-li funkce zadana parametricky, plati

B
V=mn / V() p(t) dt. (7.47)

7.8.8. Vypoctéte objem koule o poloméru R.

Reseni: Koule vznikd rotaci pulkruhu se stfedem v pocatku a polomérem R, je tedy
omezena povrchem, ktery vznikd rotaci grafu funkce

y = v/ R2 — 12
kolem osy x. Jeji objem podle vztahu (7.45) tedy je:
R 1 R
V:W/(RQ—xQ)d$:W|:R2£B—$3:|
-R

3
-R

1 1 4
_ 3 13\ _p3 . ip3) _F _p3
—W(R 3R> W(R+3R> 37[‘R.

7.8.9. Vypocitejte objem télesa, které vznikne rotaci rovinného obrazce ohrani¢eného kiivkami:

a) y=sinz, y=0, x =7

— kolem osy x [72/2]
— kolem osy y [27r2:
b) y=cosz, y=0, x =0, x:g
— kolem osy z [72/ 4
— kolem osy y [7r2 — 2m)
2
c) y=sinzx, y= 2 kolem 0Sy T [7r2/12}
T

Délka oblouku rovinné krivky

Necht body [a; f(a)] a [b; f(b)] jsou krajnimi body oblouku rovinné kiivky dané rovnici y = f(x),
délku [ tohoto oblouku potom vypocéteme ze vztahu

b b
l:/dl:/\/1+[f’(:z)]2dx. (7.48)

Je-li funkce zadana parametricky, plati

B

[ = / \/ [é(t)f + [z/}(t)r dt. (7.49)

«
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7.8.10. Urcete délku kiivky y = In(1 + sinz), jejiz krajni body maji z-ové souradnice:
1 =0, 20 = .
2 2 2

n2 _ _
1—|—(y)  1l4sinze 1—cos(%+$) _sin2(

COs T

Reéenf: y/ = m

ENERE

+35)

™

= e | e ol (242)]
0 0

3T T tggf7r 3T 3T .
=2(Intg =— —Intg = | =21 8 —92Intg?"— =4Intg — = 3.5255.
<ng8 ng8> Phgr TN g TR

Nebot pouzitim univerzélni goniometrické substituce (viz kapitola 7.5) dostaneme

/ dx T
- :ln‘tgf .
sinx 2

7.8.11. Vypoctéte délku kiivky:

a) y=Inz, z€(1;10) [9.4]
2
b) y =Insinz, =z € <g,;> [In 3]
c) x=t
2
y:t—g, t € (0;3) (3.4]

7.8.12. Urcete délku jednoho oblouku cykloidy:

x = a(t —sint)
y=a(l —cost), te(0;2m) [8a]

Obsah rotac¢ni plochy

Obsah rotaéni plochy vzniklé rotaci grafu funkce f(z) spojité na intervalu (a;b)

a) kolem osy x:

b b
§= 2W/f(x) dl = 2W/f(x) L+ (@) da, (7.50)
b) kolem osy y:
b b
S = 27r/:n dl = 27T/f(y) 1+ [f’(y)]2 dy. (7.51)

Je-li funkce zadana parametricky, pak

B

S =2r / b(t) \/ [qb(t)r v [¢(t)]2 dt, (7.52)

«
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resp.
7 2 2
S =2n / (%) \/ [é(t)} + [z/}(t)} dt. (7.53)
[e%
7.8.13. Vypoctéte povrch koule o poloméru R.
Reseni: Kulové plocha o poloméru R vznika napiiklad rotaci ptilkruznice
y=f(x)=VR*—2a? =z€(-RR)
kolem osy x. Plati:
p T R
x) = ————, 1+ [f'(2)? = ——
a podle vzorce (7.50) dostaneme:
R . R
S:27T/ V R?2 — 22 d$:27TR/dLU:47TR2.
VR2 — 12
-R -R
7.8.14. Vypocitejte obsah plochy, ktera vznikne rotaci kiivky:
a) y=1a°, x¢€(0;2)
— kolem osy z [203.04]
— kolem osy y [77.32]
b) y=4—2% x¢(-~22) kolem osy [36.18]

y=asin®t, te <0; g> kolem osy x
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